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Geometria	de	baldor	libro

«	Geometría	de	Baldor	Índice	de	contenidos	»	«	Geometría	de	Baldor	Índice	de	contenidos	»	↑	Ir	al	inicio	1.	GEOMETRíA	PLANA	Y	-DEL	ESPACIO	Y	,	TRJ:GONOMETBJ:A	2.	Trigonometría	con	una	introducción	a	la	Geonletría	plana	y	del	espacio	liCeo	POUVA1.ENTE	BIBLIOTECA	SAGRADO	CORAZOr.:	DE	HOSPIOO	3.	PUBLICACIONES	CULTURAL
COMPAÑIA	CULTURAL	EDITORA	y	DISTRIBUIDORA	DE	TEXTOS	AMERICANOS.	S.A.	(CCEOTA)	y	CODICE	AMERICA.	S.A.	MIAMI.	FLORIDA;	U	SA	PUBLICACIONES	CULTURAL.	S.A.	de	C.V.	MEXlCO	VIGÉSIMA	REIMPRESiÓN	MÉXICO,	2004	CONTIENE	REPASOS	ALGEBRAICOS.	TABLAS	TRIGONOMETRICAS	y	.EJERCICIOS	ADICIONALES
PRESENTA	UN	NUEVO	TEXTO	DE	GEOMETRIA	PLANA	y	DEL	ESPACIO	TEXTO	REVISADO	POR	LOS	PROFESORES	DE	MATEMATICAS	MARCELO	SANTALO	SORS	y	PABLO	E.	SUARDIAZ	CALVET	DR.	J.	A.	BALDOR	TRIGONOMETRIA	CON	UNA	INTRÓOUCCION	A	LA	GEOMETRIA	PLANA	YDELESPACIO	4.	•	En	México	también	se	tiene	el	ciclo
vocacional	de	dos	años	equivalente	a	una	pre-	paratoria.	El	estudio	de	la	Geometría	en	la	enseñanza	media	es	uno	de	los	puntos	que	más	se	ha	discutido	y	se	discute	en	las	conferencias	nacionales	e	internacionales,	que	sobre	la	enseñanza	de	la	matemática	se	celebran	en	todo	el	mundo.	En	primer	lugar,	debemos	precisar	a	qué	ciclo	damos	el	nombre
de	enseñanza	media	y	para	ello	lo	mejor	será	indicar	la	edad	que	comprende,	y	que	de	una	manera	general	son	108	estudios	realizados	de	los	12	a	los	17	6	18	años,	divididos	en	dos	etapas:	enseñanza	secundaria	o	prevocacional	de	los	12	a	los	15	años	(tres	años)	y	enseñanza	preparatoria	*	de	los	15	a	los	18	(tres	años),	En	muchos	países	los	seis	años
forman	el	bachillerato.	En	segundo	lugar,	debemos	señalar	lo	que	entendemos	por	"maternauca	-no-	der	,,!,,"	Y	por	r-volución	de	las	matern.iucas	t..coiares",	Las	características	de	la	nueva	matemática	son,	díce	el	Dr,	Luis	A.	Santa16	(Argentina)	fU	poder	di	•	-	H	1',	r	rda	d	rlp	TlUCl'OS	domuuos	1'11	1,	'1	rblicablc,	consec	uencios	[f	5	['	11	'tI	TrI	d	,./	)
dI	SI>	construccián	a~l	mlÍ'l	I	.	El	poder	de	síntesis	permite	que	too-	rías	de	distinto	origen,	y	desarrolladas	independientemente,	se	vean	englobadas	como	casos	particulares	de	teorías	más	amplias.	La	variedad	de	nuevos	dominios	se	ha	logrado	con	teorías	modernas	que,	como	la	teoría	de	juegos	de	J	von	Neumann,	han	permitido	tratar
matemáticamente	disciplinas	del	campo	de	la	economía,	la	sociología,	la	estrategia,	etc.,	que	antes	se	mantenían	al	margen	de	las	ciencias	exac-	tas,	La	biología	también	necesita	de	ramas	matemáticas	como	la	estadística.	Al	hablar	de	"revolución	de	las	matemáticas	escolares"	nos	referimos,	princi-	palmente,	a	la	búsqueda	de	lo	que	hay	que	suprimir
de	la	matemática	tradicional	para	poder	dedicar	un	tiempo	a	la	enseñanza	de	temas	que	antaño	se	reservaban	a	estudios	en	un	nivel	superior.	También	la	revolución	se	refiere	a	la	manera	de	enseñar	los	temas	tradicionales	y	los	nuevos,	sin	perder	de	vista	que	la	mayor	parte	de	lo	que	se	llama	"matemáticas	...n,'tu	.	sigue	siendo	lo	más	importante	y
debe	continuar	enseñándose.	Al	aplicar	estos	conceptos	a	la	Geometría,	nos	encontramos	con	una	situación	bien	curiosa:	al	decir	muchos	matemáticos	que	la	Geometría	de	Euclides	debe	des-	aparecer,	porque	no	tiene	nada	que	ver	con	la	matemática	moderna,	que	es	estéril	y	que	se	halla	fuera	del	camino	principal	de	los	adelantos	matemáticos,
pudiendo	relegarse	a	los	archivos	para	Uso	de	los	historiadores	del	mañana,	criterios	,	que	se	resumen	en	la	célebre	frase	de	Dieudonné	en	el	Seminario	de	Royaumont	(Fran-	cia)	'1	di	ajo	Euclides,	basta	de	tnanguros.	",	han	logrado,	al	ser	mal	interpretados,	que	no	se	enseñe	geometria	sintética	y,	en	consecuencia,	son	ya	muchos	los	países
latinoamericanos	en	los	que,	prácticamente,	el	estudiante	no	conoce	esta	disciplina,	con	lo	que	su	formación	matemática	presenta	serias	deficiencias.	Pero	son	muchos	lOSprofesores	de	América	Latina	que	opinan	como	el	Prof.	Ornar	Catunda	(Bra-	sil)	.quien,	en	la	Primera	Conferencia	]11	eram	rricana	sobre	Enseiiau	~a	di:	l«	H	-	Prólogo	5.	temática
celebrada	en	Bogotá	(Colcmbla)	en	1961,	dijo:	en	mi	país	no	debe	decirse	"ab.ri	,	F,	k:'	sino	"¡al	menos	Euclid	l"	La	mala	interpretación	que	ha	conducido	al	estado	de	cosas	que	señalamos	procede	principalmente	de	no	haber	precisado	lo	que	se	entiende	por	enseñanza	me-	dia.	Lo	dicho	por	Dieudonné	)'	otra,	profesores	universitarios	sobre	Euclides,
se	refiere	a	la	enseñanza	de	la	Geometrla	en	el	grado	superior	de	la	segunda	enseñan-	za	(15	a	18	años).	Es	en	este	grado	donde,	después	de	haber	adquirido	los	conoci-	mientos	básicos	de	álgebra	moderna,	ha	de	volverse	a	la	Geometría	pero	con	tra-	tamiento	analínco	y	en	forma	vectorial.	Un	tratamiento	analítico	a	partir	del	con-	cepto	de	espacio
vectorial,	permitirá	volver	a	la	axiomática	por	el	camino	algebraico	de	los	espacios	vectoriales.	Pero	en	la	enseñanla	primaria	(6	a	12	años)	los	alumnos	deben	adquirir	la	cantidad	de	ideas	geométricas	que	sirvan	de	base	para	aprender,	de	los	12	a	los	15	años,	la	parte	de	geometría	euclidiana	necesaria	para	llegar	a	los	conceptos	de	punto,	figura,
recta,	plano	y	espacio,	como	construcciones	puramente	mentales'	y	generalizar	las	relaciones	entre	estos	elementos	hasta	el	punto,	como	dice	el	Dr.	Fehr	(EE.	UU.),	ablecer	COTta	cadenas	deductivas	dI	teon	mas	,	•	algo	m-.no	qu	,"k	I	'	axio»	,	Este	criterio	viene	apovano	en	el	hecho	de	que	si	pensamos	en	todos	los	alum-	nos	que	cursan	la	segunda
enseñanza,	no	solamente	en	los	futuros	matemáticos,	la	geometría	euclidiana	crea	un	hábito	de	raciocinio	quo	la	hace	importante	para	la	conformación	del	individuo	organizado,	Y	no	es	válida	la	opinión	de	algunos	pro-	fesores	de	que	es	más	útil	iniciar	a	las	mentes	jóvenes	en	una	estructura	matemátioa	axiomática	enseñando	las	estructuras	del
Algebra,	porque	la	introducción	del	álge-	bra	moderna	se	ha	visto	que	es	difícil}'	hay	que	hacerlo	en	una	etapa	superior	(de	10$	16	a	los	18	años)	y	siempre	que	se	haya	alcanzado	una	formación	matemática	bastante	completa.	El	texto	del	Prof.	Baldor	tiende	al	concepto	actual	de	la	enseñanza	de	la	Geo-	metría	en	el	ciclo	secundario	(12	a	15	años)	No
se	trata	de	enseñar	una	Geome-	tría	euclidiana	al	estilo	clásico	sino	aprovechar	el	valor	formativo	de	esta	materia	en	el	sentido	axiomático,	que	constituye	la	esencia	de	toda	la	matemática,	estable.	ciendo	los	teoremas	como	"cortas	cadenas.	a	,,'	1",	,1	(1	l	11	1,1	~	tica"	.	La	obra	señala	un	provechoso	término	medio	entre	la	enseñanza	de	tipo	clásico	y
lo	que	podríamos	llamar	un	enfoque	contemporáneo	de	la	Geometría	que	debe	iniciarse	en	el	grado	superior	del	bachillerato	y	en	la	Universidad.	Este	es	el	punto	de	vista	que	actualmente	se	está	dando	a	los	textos	de	Geome-	tría	euclidiana	en	la	mayoría	de	los	países.	En	el	Seminario	de	Aarhus	organizado	por	la	Intemational	Commission	for
Mathematical	Instruction	(I.C.M.!.)	celebra-	do	del	30	de	mayo	al	2	de	junio	de	1960	en	Dinamarca	y	en	la	reunión	celebrada	en	Bolonia	(Italia)	del	4	al	7	de	octubre	de	1961.	concentraron	principalmente	sus	trabajos	en	el	estudio	de	los	axiomas	que	permitan	conservar	la	geometría	de	Euclides.	De	los	textos	tradicionales	el	autor	ha	suprimido	un	gran
número	de	teoremas,	lemas,	escolios,	y	corolarios,	principalmente	en	la	geometría	del	espacio.	Ha	conser-	vado	el	enunciado	de	muchas	propiedades	pues	el	alumno	debe	aprender	lo	mál	6.	Profesor	de	la	Escuela	Nacional	Preparatoria	de	la	Universidad	Nacional	Autónoma	de	México	MARC·	e	'NTALÓ	México,	julio	de	1966.	posible.	También	ha
procurado	que	el	alumno	vea	en	la	deducción	matemática	un	método	para	comprender	cosas	no	evidentes,	soslayando	las	demostraciones	compli-	cadas	de	proposiciones,	cuyo	enunciado,	parezca	al	alumno	de	una	claridad	tal	que	no	sienta	la	necesidad	de	una	justificación.	El	suprimir	demostraciones	complicadas	de	propiedades	evidentes,	hace	más
agradable	el	estudio	de	la.	matemática	y	per-	mite	hacer	ver	al	alumno,	con	mayor	facilidad,	los	fines	que	la	matemática	persigue.	Muchas	de	estas	propiedades	se	pueden	aceptar	como	postulados	cuya	comprobación	suele	ser	sencilla.	La	inclusión	de	la	Trigonometría	puede	ser	debido	a	la	necesidad	de	ajustarse	a	la	mayoría	de	los	programas
oficiales	de	la	materia.	En	realidad,	la	Trigonometría	tiende	a	desaparecer	como	disciplina	independiente	y	así	debe	entenderlo	el	Prof.	Baldor	al	incluirla	como	unos	capítulos	de	la	Geometría.	La	importancia	de	la	Tri-	gonometría	en	el	siglo	pasado,	en	América,	era	por	la	necesidad	de	su	aplicación	en	la	navegación,	la	agrimensura	y	la	astronomía.	En
la	actualidad,	lo	más	impor-	tante	de	la	Trigonometría	es	el	estudio	de	las	propiedades	de	las	funciones	trigono-	métricas	y	por	esto	su	estudio,	en	nivel	superior,	ha	pasado	a	formar	parte	de	la	Teoría	de	funciones.	La	parte	elemental	que	incluye	el	Prof.	Baldor	en	su	texto,	es	un	buen	fundamento	para	los	estudios	oosteriores.	Sobre	la	didáctica	del
libro	se	puede	decir	que	el	autor	utiliza	en	esta	obra,	muy	acertadamente,	el	color,	como	efica»	ayuda	para	desarrollar	el	espíritu	estético	y,	en	algunos	casos,	descubrir,	de	manera	óptica,	ciertos	conceptos	y	relaciones.	Para	que	el	alumno	pueda	aprovechar	el	texto	a	su	máximo,	necesita	de	la	ayu-	da	del	profesor.	Es	éste	quien	tendrá	que	decidir,	en
cada	caso,	lo	que	debe	supri-	mirse	y	lo	que	debe	ampliarse.	La	experiencia	le	indicará	el	valor	efectivo	de	la	obra	para	el	fin	que	le	está	señalado:	establecer	las	bases	para	una	mejor	compren-	sión	de	los	temas	de	Geometría	que	le	serán	enseñados	en	el	ciclo	superior,	según	las	nueva,	normas	señaladas	en	las	distintas	reuniones	internacionales	de
los	orga-	nismos	dedicados	al	estudio	de	la	enseñanza	de	la	matemática	en	nuestra	época.	7.	PóginaJ	Copítulo	1	Breve	reseña	histórica	7	1	Generalidades	22	2	Angulos	32	3	Perpendicularidad	y	paralelismo.	Rectas	cortadas	por	una	secante.	Angulos	que	se	forman	47	4	Angulos	con	lados	paralelos	o	perpendiculares	S4	S	Triángulos	y	generalidades	64
6	Casos	de	igualdad	de	triángulos	73	7	Polígonos	81	8	Cuadriláteros	89	9	Segmentos	proporcionales	104	10	Semejanza	de	triángulos	117	11	Relaciones	métricas	en	10$	triángulos	128	12	Circunferencia	y	círculo	149	13	Angulos	en	la	circunfereneia	160	14	Relaciones	métricas	en	la	circunferencia	167	15	Relaciones	métricas	en	los	polígonos	regulares
187	16	Polígonos	semejan1es.	Medida	de	la	ci"unferencia	203	17	Areas	233	18	Rectas	y	planos	250	19	Prismas	y	pirámides	262	20	Volúmenes	de	los	poliedros	283	21	Cuerpos	redondos	302	22	Trigonometría	318	23	Funciones	trigonométricas	de	ángulos	complementarios,	suplementarios,	etc.	327	24	Relaciones	entre	las	funciones	trigonométricas,
identidades	y	ecuaciones	trigonomé1ricas	345	25	Funciones	trigonométricas	de	la	suma	y	de	la	diferencia	de	dos	ángulos	356	26	Funciones	trigonométricas	del	ángulo	duplo	366	27	Resolución	de	triángulos	385	28	Logaritmos.	Logaritmos	de	las	funciones	trigonométricas	405	29	Aplicaciones	de	los	logaritmos	T-1	Tablas	matemáticas	R-l	Repaso	de
álgebra	E-l	Ejercicios	adicionales	índice	8.	r.	.·re	v	,	En	la	Mesopotamia,	región	situada	entre	el	Tigris	y	el	Eufrates,	floreció	una	civilización	cuya	antigüedad	se	remonta	a	57	siglos	aproximadamente.	Los	primeros	conocimientos	geométricos	que	tuvo	el	hombre	consistían	en	un	conjunto	de	reglas	prácticas.	Para	qua	la	Geometría	fuera	considerada
como	ciencia	tuvieron	que	pasar	muchos	siglos,	hasta	llegar	a	los	griegos.	Es	en	Grecia	donde	se	ordenan	los	conocimientos	empíricos	adquiridos	por	el	hombre	a	través	del	tiempo	y,	al	reemplazar	In	observación	y	la	ex-	periencia	por	deducciones	racionales,	se	eleva	la	Geometría	al	plano	riguro-	samente	científico.	lHU:,:Vl~Rr:SI~tA	HISTORICA
Geometría	plana	9.	1.	Art'11	del	triángulo	i~ósr.el(!.s.	~.	Ar~a	del	trapecio	isásreles.	~.	ArPQdel	círculo.	Además,	en	los	papiros	hay	un	estudio	sobre	los	cuadrados	que	hace	pensar	que	los	egipcios	conocían	algunos	casos	particulares	de	la	propiedad	del	triángulo	rectángulo.	que	más	tarde	inmortalizó	a	Pitágoras.	Los	babilonios	fueron,	hace	cerca
de	6000	años,	los	inventores	de	la	rueda.	Tal	vez	de	ahí	provino	su	afán	por	descubrir	las	propiedades	de	la	circunferencia	y	ésto	los	condujo	a	que	la	relación	entre	la	longitud	de	la	circunferencia	y	su	diámetro	era	igual	a	3.	Este	valor	es	famoso	porque	tam-	bién	se	da	en	el	Antiguo	Testamento	(Primer	Libro	de	los	Reyes).	Los	babilonios	lo	hallaron
considerando	que	la	longitud	de	la	circunferencia	era	un	valor	intermedio	entre	los	perímetros	de	los	cuadrados	inscrito	y	cir-	cunscrito	a	una	circunferencia.	Cultivaron	la	Astronomía	y	conociendo	que	el	año	tiene	aproximadamente	360	días,	dividieron	la	circunferencia	en	360	partes	iguales	obteniendo	el	grado	scxagesimal.	También	sabían	trazar	el
hexágono	regular	inscrito	y	conocían	una	fórmula	para	hallar	el	área	del	trapecio	rectángulo.	EGIPTO.	La	base	de	la	civilización	egipcia	fue	la	agricultura.	La	apli-	cación	de	los	conocimientos	geométricos	a	la	medida	de	la	tierra	fue	la	causa	de	que	se	diera	a	esta	parte	de	la	matemática	('1	nombre	de	Geometria	que	significa	medida	de	la	tierra.	Los
reyes	de	Egipto	dividieron	las	tierras	en	parcelas.	Cuando	el	Nilo	en	sus	crecidas	periódicas	se	llevaba	parte	de	las	tierras,	los	agrimensores	tenían	que	rehacer	las	divisiones	y	calcular	cuánto	debía	pagar	el	dueño	de	la	parcela	por	concepto	de	impuesto,	ya	que	éste	era	proporcional	a	la	superficie	cultivada.	Pero	la	necesidad	de	medir	las	tierras	no
fue	el	único	motivo	que	tuvieron	los	egipcios	para	estudiar	las	matemáticas.	pues	sus	sacerdotes	cultivaron	la	Geometría	aplicándola	a	la	construcción.	Hace	más	de	20	siglos	fue	construida	la	"Gran	Pirámide".	Un	pueblo	que	emprendió	una	obra	de	tal	magnitud	poseía,	sin	lugar	a	dudas,	extensos	cono-	cimientos	de	Geometría	y	de	Astronomía	ya	que
se	ha	comprobado	que.	ade-	más	de	la	precisión	con	que	están	determinadas	sus	dimensiones,	la	Gran	Pirámide	de	Egipto	está	perfectamente	orientada.	La	matemática	egipcia	la	conocemos	principalmente	a	través	dt'	los	papiros.	Entre	los	problemas	geométricos	que	aparecen	resueltos	en	ellos	se	encuentran	los	siguientes:	';F.OMETRIA	PLANA	Y
DEI.	FSPACIO2	10.	EUCUDES.	Siglo	IV	A.	C.	Escribió	una	de	las	obras	más	famosas	de	todos	los	tiempos:	loe;	"Elementos".	que	consta	de	13	capítulos	llamados	"libros".	De	esta	obra	se	han	hecho	tantas	ediciones,	que	sólo	la	aventaja	lA	Biblia.	Pl'l'ÁCORASl)~	St.MO"_	Siglo	VI	A	C.	Se	dice	que	fue	discípulo	de	Tales,	pero	apartándose	de	la	escuela
jónica,	fundó	en	Cretona,	Italia,	la	escuela	pitagórica.	Hemos	dicho	que	los	egipcios	conocieron	la	propiedad	del	triángu-	lo	rectángulo	cuyos	lados	miden	3,	4	Y	5	unidades,	en	los	que	se	verifica	la	relación	52	=	32	+	4',	pero	el	descubrimiento	de	la	relación	QZ	=	1'"+	c2	para	cualquier	triángulo	rectángulo	y	su	demostración	se	deben
indiscutiblemente	a	Pitágores.	Se	atribuye	también	A	la	escuela	pitagórica	la	demostración	de	la	pro-	piedad	de	la	suma	de	los	ángulos	internos	de	un	triángulo	y	la	construcción	geométrica	del	polígono	estrellado	de	cinco	lados.	TA	,."	11U	.TO.	Siglo	VII	A.	C.	Representa	los	comienzos	de	la	Geometría	como	ciencia	racional.	Fue	uno	de	los	"siete
sabios"	y	fundador	de	la	escuela	jónica	a	la	que	pertenecieron	Anaximandro,	Anaxágoras,	etc.	En	su	edad	madura,	se	dedicó	al	estudio	de	la	Filosofía	y	de	las	Ciencias,	especialmente	la	Geometría.	Sus	estudios	10	condujeron	a	resolver	ciertas	cuestiones	como	la	deter-	minación	de	distancias	inaccesibles:	la	igualdad	de	los	ángulos	de	la	base	en	el
triángulo	isósceles;	el	valor	del	Ángulo	inscrito	y	]A	demostración	de	los	conocidos	teoremas	que	llevan	su	nombre,	relativos	a	la	proporcionalidad	de	segmentos	determinados	en	dos	rectas	cortadas	por	un	sistema	de	paralelas.	GR~-'-~.	La	Geometría	de	los	egipcios	era	eminentemente	empmca,	ya	que	no	se	basaba	en	un	sistema	lógico	deducido	a
partir	de	axiomas	y	JlO'1U	lados.	Los	griegos.	grandes	pensadores,	no	se	contentaron	con	saber	reglas	y	resolver	"problemas	particulares";	no	se	sintieron	satisfechos	hasta	obtener	ex-	plicaciones	racionales	de	las	cuestiones	en	general	y,	especialmente,	de	las	geométricas.	En	Grecia	comienza	la	Geometría	como	ciencia	deductiva.	Aunque	es
probable	que	algunos	matemáticos	griegos	como	Tales,	Herodoto.	Pitágoras,	etc.,	fueran	a	Egipto	él	iniciarse	en	los	conocimientos	geométricos	ya	existentes	en	dicho	pai	s,	su	gran	mérito	está	en	que	es	a	ellos	a	quienes	se	debe	la	transformación	de	la	Geometría	en	ciencia	deductiva.	3BREVE	RESE~A	HISTORICA	11.	1.IUTO.	11.	Construcción	de	los
cinco	poliedros	regulares.	1M	AT6",.	Siglo	IV	A.	C.	En	la	primera	mitad	de	este	siglo,	se	lDlC10	en	Atenas	un	movimiento	científico	a	través	de	la	Academia	de	Platón.	Para	él,	la	matemática	no	tiene	finalidad	práctica	sino	simplemente	se	cultiva	con	el	únic-o	fin	de	conocer.	Por	esta	razón,	se	opuso	a	las	aplicaciones	de	la	Geometría.	Dividió	la
Geometría	en	elemental	y	superior.	La	Geometría	e)e-	mental	comprendía	todos	los	problemas	que	se	podían	resolver	con	regla	y	compás.	La	Geometría	superior	estudiaba	los	tres	problemas	más	famosos	de	la	Geometría	antigua	no	resolubles	con	la	regla	y	el	compás:	J	la	CC4W'	Se	trata,	como	indica	su	nombre,	de	cons-	truir	utilizando	solamente	la
regla	y	el	compás	el	lado	de	un	cuadrado	que	tenga	la	misma	área	que	un	círculo	dado.	JbrooXI	-.	Geometría	del	espacio	y,	en	particular,	relación	entre	volúmenes	de	prismas	y	pirámides;	cilindro	y	cono;	proporcionalidad	del	vo-	lumen	de	una	esfera	al	cubo	del	diámetro.	'IJIO	v	,	Teorema	general	de	la	medida	de	magnitudes	bajo	forma	geométrica,
hasta	los	números	irracionales.	LIbro	VI.	Proporciones.	Triángulos	semejantes.	''Jr<	,	l'	,	..	Aritmética:	proporciones,	máximo	común	di-	visor	y	números	primos.	J..;,.:>ro	.	Números	inconmensurables	bajo	forma	geométrica	a	partir	de	los	radicales	cuadráticos.	Euclides	construye	la	Geometría	partiendo	de	definiciones.	postulados	y	axiomas	con	los
cuales	demuestra	teoremas	que,	él	su	vez,	le	sirven	para	de-	mostrar	otros	teoremas.	El	edificio	geométrico	construido	por	Euclides	ha	sobrevivido	hasta	el	presente.	'bro	l.	Relación	de	igualdad	de	triángulos.	Teoremas	sobre	paralelas.	Suma	de	los	ángulos	de	un	polígono.	Igualdad	de	las	áreas	de	triángulos	o	paralelogramos	de	igual	base	y	altura.
Teorema	de	Pitágoras.	1.lOfO	JI.	Conjunto	de	relaciones	de	igualdad	entre	áreas	de	rectángulos	que	conducen	a	la	resolución	geométrica	de	lo	ecuación	de	segundo	grado.	libro	111.	Circunferencia.	ángulo	inscrito.	Construcción	de	polígonos	regulares	inscritos	o	circunscritos	a	una	circunferencia.	+	12.	Geome1	"O¡	nr	'	.	1idianas.	Los	"Elemc	"de
Euclides	fueron	consi-	derados	como	una	obra	en	la	que	sigue	el	método	axiomático,	ya	que	partiendo	de	proposiciones	previamente	establecidas:	definiciones,	axiomas	y	postulados,	se	deduce	toda	la	Geometría	en	una	forma	lógica.	Posteriormente	se	ha	visto	que	tiene	varias	fallas	16gicas,	es	decir,	no	se	cumplen	en	el	texto	todas	las	exigencias	que
impone	la	lógica.	Sin	embargo,	todos	los	defectos	que	pueden	señalarse	resultan	insignificantes	comparados	con	el	mérito	extraordinario	de	haber	construido	una	ciencia	deductiva	a	partir	de	conocimientos	empíricos.	De	los	cinco	postulados	de	Euclides,	el	V	es	el	que,	desde	un	principio,	llamó	más	la	atención:	un	punt	,	una	red	mente	u	'ro	•	Durante
veinte	siglos	se	trató	de	"demostraI	",	es	BRE	E	RESEf'	A	HISTORICA	5	2·	La	tris.	'c('Íón	d,'	-igulo-	El	problema	de	dividir	un	ángulo	en	tres	partes	iguales	utilizando	solamente	la	regla	y	el	compás	no	es,	más	que	en	casos	particulares,	resoluble.	3·	La	duplicarié«	tbc.:	Este	problema	consiste	en	hallar,mediante	una	construcción	geométrica,	en	la	que
se	utilice	solamente	la	regla	y	el	compás,	un	cubo	qUe	tenga	un	volumen	,doble	del	de	un	cubo	dado.	Estos	tres	problemas	se	pueden	resolver,	con	la	regla	y	el	compás,	con	toda	la	aproximación	que	se	desee.	y	se	resuelven	exactamente	utilizando	curvas	especiales.	No	se	trata	por	consiguiente	de	problemas	que	no	se	hayan	resuelto	en	la	práctica,
sino	de	problemas	de	importancia	puramente	teórica.	AnQl	í-r.	E:	SmACUSA.	287-212	A.	C.	Estudió	en	Alejandria.	Se	encuentra	en	él	una	mentalidad	práctica,	un	genio	técnico,	que	lo	llevó	8	investigar	problemas	de	orden	físico	y	resolverlos	por	métodos	nuevos.	Por	esto,	después	de	grandes	disputas	con	los	euclidianos,	se	retiró	a	Siracusa	donde
puso	sus	descubrimientos	al	servicio	de	la	técnica.	Calculó	un	valor	más	aproximado	de	n,	el	área	de	la	elipse,	el	volumen	del	cono,	de	la	esfera,	etc.	Estudió	la	llamada	espiral	de	Arquímedes	que	sirve	para	la	trisección	del	ángulo.	,tPOI,o!:IJJ	JliA	260·200	A.	C.	Estudió	ampliamente	las	sec-	ciones	cónicas	que,	dieciocho	siglos	después,	sirvieron	a
Kepler	en	SUS	tra-	bajos	de	Astronomía,	determinando	casi	todas	sus	propiedades.	En	su	obra	se	encuentran	ya,	las	ideas	que	condujeron	a	Descartes	a	inventar	la	Geo-	metría	Analítica,	20	siglos	después.	I	~	,,0N	DE	AL.E.1~D	".	Siglo	JI	D.	C.	Demostró	la	conocida	fórmu-	la	que	neva	su	nombre,	para	hallar	el	área	de	un	triángulo	en	función	de	sus
lados.	13.	Con	estos	nuevos	postulados	construyeron	nuevas	geometrías	que	se	llaman	('	,táj.	11	a	y	la	Geometría	de	Lobatchevskylo	sustituye	por	el	que	dice:	1	or	un	punto	menor	a	una	recta	pasan	c~vs	paralcius	'Iwe	separan	las	inliuita	"",~,~p.,,...	':>"""ZI"'	d	',~	j·,r.,:ln..	rrfll1les	Po-	•._	rllle)	C:~lellVI	(1	l"ta	f'CoClClTlCJ!/:{I,EF	-	-EF
AF+FE+ED_Simplificando:	AB+	Be	+CD+	FG+	EH	>	AJi'	+FG	-+--	FE+	EH	+ED	(7).	Sustituyendo	(5)	y	(6),	en	(4),	tenemos:	Sun18	de	segmentos(5)	(6)	BG+GC=BC	CH+HD=CD	Pero:	l	lln'	dos	puntos,	Postulado	de	la	menor	distancia	En	ABGF:	AB	+BG	>AF	+FG	(1)	En	FGCHE:	FG+GC+CH	>FE+EH	(2)	En	EHD:	EH+HD>ED	(3)	Sumando
ordenadamente	(l),	(2)	Y	(3),	tenemos:	AB+BG+FG+oc+Cll	+EH	+HD	>AF+	FG+FE+-EH	+ED	(4)	Construcción	auxiliar-	Prolonguemos	AF	hasta	cortar	a	Be	en	G	y	a	FE	hasta	cortar	a	CD	en	H.	GEOMETRtA	PLANA	y	DEL	ESPACIO	-18	26.	Ejer	9	A	E	G	e	EjeT.	8R.:	As	=	10	cm;	Dc=BC-	5	cm-	(9)	Demostrar	que:	oe8A	(6)	Multiplicar	el	segmento	AB	=
2	cm,	por	3,	gráficamente.	(7)	Dividir	e]	segmento	AB	=	9	cm	en	3	partes	iguales,	gráficamente.	(8)	Si	B	es	el	pun-	to	medio	de	AD,	C	es	el	punto	medio	de	BD	y	AD	=	20	cm;	hallar:	AB,	BC	y	CD.	y	restarlos	gráficamente.	MN	=	8	cm	PQ=3cm	y	sumarlos	gráficamente.	(4)	Dibujar	los	segmentos:	a)	AB	=	1.5	cm	b)	CD	=	2	cm	e)	1iJ/	=	3	cm	(5)	Dibujar	los
segmentos:	R·:	(a).	(3)	Señalar	cuál	es	el	teorema:	a)	Las	diagonales	de	un	rectángulo	se	cortan	en	su	punto	medio.	l:	1	Dos	cantidades	iguales	a	una	tercera,	son	iguales	entre	si.	e)	La	parte	es	menor	que	el	todo.	19GE.':	ERALIDiOES	27.	Ejcr	rs	u	CE=	"Hlf;	demostrar	que:	CG>CF>CE:	B,F	/	G	I	I	/	I	I	/	I	/	/	I	I	/	1/	1//	~	A	(12)	Si	AV	=	ve	y	AB	=	BC,
demostrar	que	AB	>	Av.	(13)	Demostrar	que	la	suma	de	dos	segmentos	que	se	cortan	es	mayor	que	la	suma	de	los	segmentos	que	unen	sus	extremos.	(	14	Demostrar	que	si	desde	un	punto	interior	de	un	triángulo,	se	tra-	zan	segmentos	a	los	vértices,	la	suma	de	dichos	segmentos	es	mayor	que	la	semi-	swna	de	los	lados.	(	t	5)	Si	E	es	la	intersección	de
'C1J	con	AB	y	CG	="Gl5,	C'P=11),	(JFA	eI	R.:	MN=	14cm	NP=	15cm	PQ=	7	cm	QH-	1	~rm	(11)	Demostrar:	AB	+	BC	+	CD	+	DA	>	EF	+FG	+	GH	+	HE.	(10	Si:	MN=QR=2PQ;	NP=MN+l	yMR=50cm;	Hallar:	MN,	NP,	"Pi:¡y	wr:	20	GEOMETRIA	PLAi'IJA	y	DEL	ESPACIO	28.	22	26.	ANGULO.	Angulo	es	la	abertura	formada	por	dos	semirrectas	con	un
mismo	origen	llamado	"v	r	ce".	Las	semirrectas	se	llaman	"l	le.	"	El	ángulo	se	designa	por	una	letra	mayúscula	situada	en	el	vértice.	A	veces	se	usa	una	letra	griega	dentro	del	ángulo.	También	podemos	usar	tres	letras	mayúsculas	de	manera	que	quede	en	el	medio	la	letra	que	está	situada	en	el	vértice	del	ángulo.	En	la	~1{l1ra19	se	representan	los
ángulos	A,	(1	y	MNP,	o	PNM.	Bisectrir	de	un	ángulo	es	la	semirrecta	que	tiene	como	origen	el	vértice	y	divide	al	ángulo	en	dos	ángulos	iguales.	Angulos	2	'.r.ncia	en	6	part.s	iguol'l.	Probablem.nte	élt,	fu.	e'	'undam*nto	del	cómputo	selCag.simalque	usaron.	Sirvió	para	lo	construcción	de	101	ruedas	para	las	carrozas.	La	ruedo,	aplicación	del	circulo,	es
una	cr.oción	suya	y	doto	ya	d.	casi	6.000añal.	LOSCALDEOShacia	.1	111mil."io	a.	d.	C.	Di.ron	una	gran	importancia	al	cuadrado	y	01	círculo.	La	división	d.1	círculo	en	360port••	es	patrimonio	lU-	yo.	Tomaron	por	bos.	la	división	d.1	año	en	360	días.	Así	les	ero	fácil	dividir	.1	circulo	y	lo	circun.	~	......	f	1'	.	Ij	...	./	29.	•m	J.	Modernamen-	te	se	considera
también	a	veces	a	la	circunferencia	dividida	en	400	partes	iguales,	llamadas	"grados	centesimales".	Cada	grado	tiene	100	"minutos	centesi-	males"	y	cada	minuto	tiene	100	"se-	gundos	centesimales".	¡	Si	un	ángulo	ABe	mide	72	grados	50	minutos	18	segundos	cen-	tesimales	se	escribe:	726	50'"	18'.	';.	1,	111ft	ctrrttlat	,	En	este	sistema	se	usa	como
unidad	el	ángulo	llamado	Ci	,.	Ejcm	se	escribe:	.'1.	ttFDIDA	UF.	ANGLLO.	Medir	un	ángulo	es	compararlo	con	otro	que	se	toma	por	unidad.	Desde	muy	antiguo	se	ha	tomado	como	unidad	el	grado	'Sin	¡{	que	se	obtiene	así:	Se	considera	a	la	circunferencia	dividida	en	360	partes	iguales	y	un	ángu-	lo	de	un	grado	es	el	que	tiene	el	vértice	en	el	centro	y
sus	lados	pasan	por	dos	divisiones	consecutivas.	Cada	división	de	la	circunferencia	se	llama	también	grado.	Cada	grado	se	considera	dividido	en	60	partes	iguales	llamadas	minutos	y	cada	minuto	en	60	partes	iguales	llamadas	segundos.	Los	símbolos	para	estas	unidades	son:	grado	°	minuto'	.ezurrdo	".	Si	un	ángulo	ABC	mide	38	grados	15	minutos	12
segundos	38°15'12".	Fi	.19	p	-)	En	la	I	ig,	1Q,	la	semirrecta	NQ	es	la	bisectriz	del	L	N	si	L	MNQ	=	L	QNP.	23-NGULOS	30.	Fig.	21	o	.	Expresar	en	grados	sexagesimales	un	ángulo	de	6.28	radianes:	S	R	S	6.28	180	=	n;	180	=	3.14;	n	=	3.14;	S	_	180	X	6.28	.	-	3.14	'	S-360°.	A-~-----'~""__~-B	29.	Al	.	UI	),	1	r	.	Son	los	que	están	formados	de	manera	que	un
lado	es	común	y	los	otros	dos	lados	perte-	necen	a	la	misma	recta.	S	RSimplificando:	Ejemplo	1.	1800	=-;-.	Expresar	en	radianes	un	ángulo	de	90°:	S	R	180	=-;;;	90	R	180	=;t;	.	R	90n	n	..	=	ISO	=2"	y	como	1t	=	3.14,	también	podemos	escribir:	R	=	3i4	=	1.57.	Un	radián	es	el	ángulo	cuyos	lados	comprenden	un	arco	cuya	longitud	es	igual	al	radio	de	la
circunferencia.	Así,	si	la	longitud	del	arco	AB	(Fig.	20)	es	igual	a	r,	entonces	L	AOB	=	1	radián.	Como	la	longitud	de	una	circunferencia	es	2n	radios,	resulta	que	un	ángulo	de	360°	equivale	a	2n	radianes,	es	decir:	6.28	radianes,	dándole	a	1t	el	valor	de	3.14.	Un	radián	equivale	a	57°18'	(se	obtiene	dividiendo	360°	entre	2n).	En	este	libro,	si	no	se
advierte	lo	contrario,	usaremos	el	sistema	sexagesimal.	28.	Bf"	A	,...ror	liTRE	GRADO	sr	r	'"	,...,.,	.	Si	representamos	por	S	la	medida	de	un	ángulo	en	grados	sexagesimales	y	por	R	la	medida	del	mismo	ángulo	en	radianes,	podemos	establecer	la	siguiente	proporción:	n	=	3.14.	S	R	nrtr¡	'(PTIl	1t	Pl.AN'	Y	DEL	ESPACIO2+	31.	o	Filo:	24	o	Fjg.	23	32.
ANGULOS	COMPLEMEl.F	unos.	Son	dos	ángulos	que	sumados	valen	un	ángulo	recto,	es	decir,	90°.	Ejemplo.	Si	(Fi	.	o	):	e	LAOB=	60°	B	LBOC	=30°	Sumando:	L	AOB	+	L	BOC	=	90°	Y	los	ángulos	AOB	y	BOC	son	com-	plementarios.	;:1,;1.	C(	MI	,~	I'~	T0	lItT	n(,lIL(1.	Se	llama	complemento	de	un	ángulo	a	lo	qUe	le	falta	a	éste	para	A	valer	un	ángulo
recto.	El	complemento	del	L	AOB	(	~"I~	ra	24)	es	30°	y	el	complemento	del	L	BOC	es	60°.	Fig.	22	o	B	,uULO	IECT(.	Es	el	que	mide	90°	(1	"".	"2	I•	LAOB	=	1	L	recto	=	90°.	.	Es	aquel	(F<	Jg.	23	en	el	cual	un	lado	es	la	pro-	longación	del	otro.	Mide	1800.	L	MON	=1	L	llano	=	180°.	->	->	Ejemplo:	OA	y	OB,	están	sobre	-)	->	la	misma	recta	AB	Fig.	21);
OC	es	común.	...	L	AOC	y	L	BOC	son	ángulos	adyacentes.	ANGULOS	32.	Fig	27	por	les	a	una	tercera	son	iguales	entre	sI	i	cardctér	transltiuo	de	la	igualdad).	37.	ANGULOS	orus...5TOS	POR	EL	VERTICF.	Son	dos	ángulos	tales	).	Luego:	LAOC	+	LBOC	=	180°.	(2)	(pO'"	1mtl	rlf	1I	n~TUJ,	.(->	Por	tanto:	EF	1I	CD.	53.	COROLARIO	II.	'Si	una	recta	corta
a	otra,	corta	también	a	las	pá-	ralclas	a	ésta".	HJrú	rxsrs:	(-)-	(-)	AB	11	CD	tI	ü!'.	39)	AB	II	CD;	L4	y	L6	z	s	Y	L5	lHPÓTESl!->:	66.	TEOREMA	8	"Toda	secante	forma	con	dos	paralelas	ángulos	al-	ternos	internos	iguales".	(f'81',«ter	t	re	1.1	).	.4'B'	coincida	con	la	Tendríamos:	L	a	=	f..2,	en	virtud	del	postulado.	Comparando	esta	igualdad	con	la	hipótesis,
tenemos:	f..a=	L	2¡	L	1	=	f..	2	t.a	=	L	1	Esta	conclusión	es	absurda	a	menos	que	la	recta	(-)	(	-)	(	-)	recta	AB.	Luego	AB	I!	CD,	como	se	quería	demostrar.	HIPÓTESIS:	L	1	=	L2	(Fig.471.	(-)	(->	TESIS:	AB	[[	CD.	DEMOSTRACrÓ"l"	por	el	método	de'	reducción	al	absurdo.	Supongamos	que	(-)	(-)	AB	no	es	paralela	a	CD.	Entonces	podremos	trazar	(-)	(-)	A'B'
II	CD	(postulado	de	Euclides).Fig.	47	s'	cante	forma	con	dos	rectos	ti,·	un	plou«,	nngul:»	correspondientes	iguales,	dichas	rectas	son	paralelas	41PERPENDICULARIDAD	y	PARALELISMO	48.	Por	el	axioma	queruc;:	Un	número	se	puede	sustituir	por	otro	igual	en	cualquier	operación	entre	números,	Hg.	50	S'	o	8	sTESIS:	L3	+	L6=	2R;	L4+	¿5	=	2R.
DEMOS'l'RACIóN:	L5+	L6=2R	(1)	(por	adyacentes);	¿5=L3	(2)	(por	alternos	internos).	Sustituyendo	(2)	en	(	1)	:	L3+	L6=2R.	lUPÓTESIS:	(-)	(-)	(-)	AB	1I	co,	SS'	es	una	secante	(Fig.	50);	L	3	y	L	6	}	conjugados	internos	¿4	y	L5	Análogamente	se	demuestra	que	L	2	=	L	8.	09.	RECIPROCO.	"Si	una	secante	forma	con	dos	rectas	de	un	plano,	ángulos
alternos	externos	iguales,	dichas	rectas	son	paralelas",	70,	TEOREMA	10.	"DOs	ángulO'>	conjugados	internos,	entre	paralelas,	son	suplementarios",	DEMOSTRACIÓN:	Ll=L3	(1)	(opuestos	por	el	vértice);	L	3	=	L	7	(2)	(correspondientes)	;	Comparando	(1)	Y	(2):	Ll;=	L7	(carácter	transitivo).	o	8	Fig.	49	S'	e	(-)	(-~	(-)	AB	11	co,	SS'	es	una	secante	(Fig.
49);	L1YL7},sul	1L	2	y	L	8	an	os	a	ternos	externos.	S	TESIS:	L	1=	L	7;	L2=	LS.	42	GEOMETRLA	l'L.6u'A	y	DEL	ESPACIO	68	TEOHEMA	9.	"Toda	secante	Iorma	con	dos	paralelas	ángulos	al-	ternos	externo!'>iguales".	49.	s'	Q	Ejer.	2	s'	EJERCICIOS	(1)	¿Tiene	la	perpendicularidad	la	propiedad	recíproca?	¿Y	la	pro-	piedad	idéntica?	S	S	R.:	Si;	no.	73.
RECIPROCO.	"Si	una	secante	forma	con	dos	rectas	de	un	plano	ángu-	108	conjugados	externos	suplementarios,	dichas	rectas	son	paralelas".	Fig.	51	1..2+	1..7=2R.	o	B	s	L7+	I..B=2R	(1)	(por	adyacentes);	1..7	=	1..1	(2)	(por	alternos	externos).	Sustituyendo	(2)	en	(1):	1..1	+	1..8=2R.	Análogamente	se	demuestra	que	DE..ltOSTBACIÓN:	TESIS:	1..1	+
I..B=2R;	1..2+	1..7=2R.	SS'	es	una	secante	(Fig.	51);	}	son	ángulos	conjugados	externos.	72.	TEOREMA1L	"Los	ángulos	conjugados	externos,	entre	paralelas,	.son	suplementarios".	(->	(->	HIPÓTESIS:	AB	11	CD;	L1	y	LB	1..2	Y	1..7	PERPENDICULARIDAD	Y	PARALEL1SMO	Análogamente	se	demuestra	que	1..4	+	1..5	=	2R.	71.	RECIPROCO.	"Si	una
secante	forma	con	dos	rectas	de	un	plano	ángulos	conjugados	internos	suplementarios,	dichas	rectas	son	paralelas"	50.	()	c»	EC	I	AB.•	Demostrar	que:	L	BCD	y	LA	=	¡B.	(-)	(6)	La	recta	CE	es	bisectriz	del	(-)	(-)	(5)	Si	AB	len.	demostrar	que:	L	1	+	/.2	+	L	3	=	2R.	Q	/l.:	e:	I=	L:J	=	L	5	=-	Lo'	-	vv	;	L	2;:;;	l'~	=	L	()=	L	8	=	1200•	secante	L8	Y	L	7	=	-;	hallar
los	~	es	una	secante	y	L	1	=	120°;	hallar	Jos	11.	'::=-~4=_5=	_ti;	L	3.=;	L	S	=	I	7	=	t	~.o('.	Ejer.6	Ejer.	4	5	(-)	Si	PQ	todos	los	ángulos.	otros	ángulos.	(-)	(-)	(-)	Si	MN	1I	PQ.	SS'I	~	(-)	()	ft,1N.	SS'	es	una	secante	y	L	1	=	5	.r,	L	6	=	13X;	hallar	H	I	)	_	=	L7=..	(1	;	L	2	-=	L	4	=	L	6	=	L	8::-	1300•	~	(-)	(-)	(	-)	21	Si	AB	1I	CD,	SS'	es	una	otros	ángulos.	C-
EOMF.TRI<	PLANA	Y	DEL	ESPACIO44	51.	Ejcr.	10	F	E	(-)	EF	es	una	secante.	(-)	(-)	(10)	Si	AB	1I	CD,	(-)	(-)	LK	1I	MJ	y	L	ABJ	=	109°:	hallar:	L	PGB	Y	L	eFG.	R.:	LFGB	=	80°;	LCFG=	100°.	(-)	(-	)	(9)	Si	EH	11	DA;	(-)	(-)	(	-)	(-)	(8)	Si	AB	11	CD;	EF	11	GH	y	LEMN	=60°;	Hallar	LHPD.	R.:	LHPD	=	120°.	J	Ejer,	9	A	M	(-)	'(-)	(7)	Si	AD	11	BC,	(-)	(-)	CD	11	AB,
LBAD=2x	y	LABC=6x;	hallar:	LABC;	LBCD;	LCDA;	LDAB.	R.:	LABC	=	LeDA	=	135°;	LBCD=	LDAB=45°.	4S	Eju.8	G	B	e:	Ejer.	1	or	~C	PERPENDICULARIDAD	Y	PARALEUSMO	52.	y	!	CON	=	130°;	hallar	L	ABe.	R.:	I	ABe	=50°.	(-)	(-)	(11	Si	AB	11	MN	(-)	GH	es	bisectriz	del	LAGI	Y	LAGH=	30°;	hallar	L	C/F.	R.:	f	G/F	=	120°.	Ejer,	11	B-----------~A	N-	13C
GEOMETRIA	PL.~A	y	DEI.	ESPACIO46	•	53.	LABC	=	LA'B'C'.	47	TESl	:	L	4BC	y	L	A'B'C'	tienen	sus	lados	dirigidos	ea	el	DllSInO	sentido.	Fig,	52	.	-)	B'	A';	-)	B'C'·,	-)	BA	11	-)	Be	11	HIPÓTESll:	74.	TEOREl1A	12.	"Dos	ángulos	que	tiento	sus	lado,	respectivamente	paralelos	y	dirigidos	en	el	mi"1l10	entido	son	iguales".	Angulos	con	lados	paralelos	o
perpendiculares	4	Tierra	era	esférica,	por	la	obs.rvación	d.	los	barco.	que	aparecían	en	.1	horizonte	:	m6.lí	y	vela.	en	prim.r	lugar	.	Descubri.ron	lo	Ia	polar	y	ob••	rvoron	la	posición	de	los	10M.......	proyectadas	por	un	cuerpo	iluminado	por	.1	Sol	.	lOS	FENICIOS.Hacia	.1	aio	1.500	a.	d.	C.	lo.	f.-	nicio.	recorrlan	el	Mediterráneo	vendiendo	toda	da.e	de
m.rcancías.	la	navegación	le.	dio	valio.a.	experiencia.	sobre	el	Cielo	y	lo	Tierra	,	que	nin-	gún	otro	pueblo	había	tenido	antes.	Sabían	que	la	54.	76.	mOREMA	14.	"Si	dos	olllbrulos	tienen	sus	lado	respectivamente	paralelos,	dos	de	dios	dirigidos	en	el	mismo	sentido,	y	los	OITOS	do;	en	sentido	contrario,	dichos	ángulos	son	suplementarios"	LABC	=
LA'B'C';	Cnrácter	transitivo	.	•	0pUPS(OS	por	el	vértice,LA'B'C'	=	La;	Por	tener	Indos	paralelos	y	dirigidos	en	el	mismo	sentido.	LABC=	La;	->	-)	Construccián	auxiliar:	Prolonguemos	los	lados	A'	B'	YC'B'	para	formar	el	La.	DEMOSTRACIÓN.	Fil¡;.	53	LABe	=	LA'B'C'.A	LABe	y	LA'B'C'	tie-	nen	sus	lados	dirigidos	en	sentido	contrario.	-)	-	)	BA	1I	B'A';	!	ig.
53)	-)	-)	Be	iI	B'C'.	HIPÓTESJ	-)	BC	1I	B'C'	y	en	el	mismo	sentido.	1ITI'ÓTESIS	:	ANG"ULOS	CON	LADOS	J'.-R:LELOS	O	PERPENDICULARES	49	56.	LA'B'C'	+a.	=	180°	'1).	Sustituyendo	(1)	en	(21	resulta:	LA'B'C'	+	LABe	::-180°;	79.	1J.:OHI'.:lA	ti.	"D(."	ángulos	obtusos	que	uencn	"11'	lados	(t.	pee-	tivamente	perpendiculares	~un	,'ualo"	(f	J"".	•	7)	(1);
Por	tener	Indo	perpendiculares	y	ser	los	dos	ángulos	dglldo'i.	LABC	=	La.	----_._-----A	LABe	+	LA'B'C'	=2R.	(o.,	rt:	l'lÓ	...	1	Ir",'	Prolongue-	(-)	mos	A'B'	hasta	que	se	forme	el	c«.	A'	(-)	(-)	B'A'	.1	BA;	'ig,	56)	(-)	(-)	B'C'	.1	BC;	LABC	<	lR;	L	A'B'C'	>	1R.	LC"BA"	=	LA'B'C'	(4;	Lado	1"	ralelos	en	(>1nusmo	sentido.	Sustituyendo	(d)	en	(3),	tenemos:	LA'	B'C'	=	L
ABC.	78.	TEOREi1A	is.	"Oo~	ángu-	I(~	uno	agudo	v	otro	ObLu'>O,	Que	tienen	"OS	lados	respectivamente	perpendiculare-	son	suplernentariov",	HlPÓ'n	(ahíct	I	tran	..itivo.	(2)	.	(-)	(-~	(-)	(-)	L	ABe	+	L	a.	=	lR,	por	ser	BA	.L	B'A'	J	BA"	11	B'A'	es,	según	el	Art.	54,	(-)	(	-)	BA"	.1	BA.	Trasponiendo.	L	ABC	=	1R	-	La.	Comparando	(1)	Y	I~):	LC"BA"	=	LABe
Pero:	(-)	(-)	(-)	(-)	L	C"BA"	+	La.	=	iR,	por	ser	Be	.1	B'C'	y	Be"	"	B'C',	según	el	Art.	54	(-)	1R;	LA'B'C'	>	iR.	r	J	•	)'1	e	el	LABC	=	LA'B'C'.	Construcción	auxiliar.	(-)	rRACIÓN:	LABC+	LCI=2R;	Trasponiendo:	LABC=2R-	LCI	También:	LA'B'C'=2R-	LeI'	Pero:	L	el'	=	LCI	Sustituyendo	(3)	en	(2)	:	LA'B'C'=2R-	LCI	(4).	Comparando	(1)	Y	(4),	tenemos:	LABC	=
LA'B'C',	ANCULOS	CON	LADOS	PARALELOS	O	PERPENDICULARES	!U	58.	Ejrr	G	Ejer	,	4	Ejcr	.	.:i	¡l.:	L	HOP	_	70~;	LNOP	_	110J•	LNOQ-	=	70°;	LAlOe¿	=	t	10°.	Hallar:	L	MOP,	eNOP,	LNOQ	y	¿MOQ.	(-)	(-)	(-)	<	-)	AB	11	PQ:	Be	11	MN.	LABC	=	70°.	(5)	'-.'	(-)	(	-)	(-)	(4)	TU.l	RQ;	UV.l	RS;	L	WUX	=	30°.	Hallar	.!..QRS.	R.:	!.QRS	=	30°.	EF	.1	AB,	DE.l	BC,
¿DEF	=	120°.	Hallar	¿ABC.	R.:	,,1BC	_	60°.	(3)	(-)	(-)	(-~	(	-)	PN	11	RS;	MN	1I	RQ,	L	MNP	=	60°.	Hallar	L	QRS.	R.:	LQhS	=	12.0°.	(2)	R.:	¿ABC	=-	60°.	(-)	(-)	(-	)	y	DEL	ESPACIO	79.	Fi;:.	HU	e	FilI.	89	e	J	l'ig-.	88	e	SI	=	LA	+	LB	+	...=	2R(n-2).	Coristrucc'	,	rt	.	Desde	un	vértice	cualquiera,	tracemos	todas	las	diagonales	que	parten	de	ese	vértice.	El
polígono	quedará	descompuesto	en	n	-	2	triángulos.	°HSl:	Hrl'ÓT&SI!i:	LA,	LB,	L	e,	etc.,	son	los	ángulos	interiores	de	un	polígono	convexo	de	n	lados,	l}(j,	TEORE.i1A	24.	"La	suma	de	lo,	ángulo,	in-	teriores	(SI)	de	un	polígonu	convexo	t,	igual	a	tantas	veces	dos	ángulos	rectos,	como	lados	menos	dos	licne	el	polígono".	E	ClS.	DIAGONAL.	Se	llama
diagonal	al	segmen-	to	determinado	por	dos	vértices	no	consecutivos,	En	la	'.~	"los	segmentos	AC	y	BD	son	diagonales.	Los	polígonos	de	13,	14,	16,	17,	18,	19,	etc.	lados,	no	tienen	nombre	especial.	()IICf!	.........".	o	•	docl'	,	.......•.....	qUInce	.	o	•••	,	rncauono	tic¡,(jgono	«	ndccágono	dodecágono	pentedecáeor«	nuetJt'	'	...•..	,	•..	,	diez	.	..	tres.	.	.	.	•	.	.	.	.
.	.	.	.	..	triángulo	cuatro	o	o	,	•	•	,	•	•	•	•	••	cuadrilátero	C/TlCO	o.	o	••••	o	•	,	o	.,	pentágono	seis	o	•••	'.'	•	•	•	•	•	•	•	••	hexágono	:l/efe	•..........•..	eptágono	echo	..	o	••••••	,	•	o	••	(lr/lÍgono	NombreNf	de	lados	POL1GO!'OS	80.	S.=4R.	de	donde	S~=	2R·n-S¡.	1	J	pero:	S.=	2R(n-2).	Sustituyendo	(2)	en	(1),	tenemos:	Se=	2Rn-2R(n-2);	S.=2Rn-	2Rn
+4R;	I	..	.	...	1	l	..	98.	TI?OREMA	25.	"La	suma	de	los	ángulos	exteriores	(S..)	de	todo	polígono	convexo	es	igual	a	cuatro	ángulO:'>rectos"	(1'11	I	h:	L	1,	L	2,	etc....	son	los	ángulos	exteriores	de	un	polígono	convexo	de	n	lados.	TES1S:	St=L	l+L	2+	...	=4R.	JI'	o	TR	(	IO:":	El	ángulo	exte-	rior	y	el	ángulo	interior	en	cada	vér-	tice,	suman	dos	rectos	por	ser
adyacen-	tes.	Multiplicando	este	valor	por	el	número	de	vértices	"n",	tendremos	la	suma	de	todos	los	ángulos	interiores,	más	la	suma	de	todos	los	ángulos	ex-	teriores,	P,S	decir:	S.	+Se	=	2R'n;	y	como	SI	=2R(n-	2),	resulta:	.	2R(n-2)	1	=	.n	.	S¡	l=-.	n	1	A.H.	Como	el	polígono	regular	tiene	todos	sus	ángulos	interiores	iguales,	el	valor	"i"	de	uno	de	ellos	lo
hallaremos	dividiendo	la	suma	entre	el	núme-	ro	Un"	de	ángulos.	t"	10S~~ACIÓ~:	La	suma	de	los	ángulos	interiores	de	los	n	-	2	triángu-	los	es	igual	a	la	suma	de	los	ángulos	interiores	del	polígono.	La	suma	de	los	ángulos	interiores	de	cada	triángulo	vale	dos	rectos,	es	decir	2R.	Como	el	número	de	triángulos	en	que	se	ha	descompuesto	el	polígono	de
n	lados	es	n-2,	resulta:	S.	=	Suma	de	los	ángulos	interiores	del	polígono	=	2R	(n	-	2)	.	Aplicando	la	fórmula	al	polígono	de	la	:un;	'
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