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Geometria de baldor libro

« Geometria de Baldor Indice de contenidos » « Geometria de Baldor Indice de contenidos » 1 Ir al inicio 1. GEOMETRIA PLANA Y -DEL ESPACIO Y, TR]:GONOMETB]J:A 2. Trigonometria con una introduccién a la Geonletria plana y del espacio liCeo POUVA1.ENTE BIBLIOTECA SAGRADO CORAZOr.: DE HOSPIOO 3. PUBLICACIONES CULTURAL
COMPANIA CULTURAL EDITORA y DISTRIBUIDORA DE TEXTOS AMERICANOS. S.A. (CCEOTA) y CODICE AMERICA. S.A. MIAMI. FLORIDA; U SA PUBLICACIONES CULTURAL. S.A. de C.V. MEXICO VIGESIMA REIMPRESiON MEXICO, 2004 CONTIENE REPASOS ALGEBRAICOS. TABLAS TRIGONOMETRICAS y .EJERCICIOS ADICIONALES
PRESENTA UN NUEVO TEXTO DE GEOMETRIA PLANA y DEL ESPACIO TEXTO REVISADO POR LOS PROFESORES DE MATEMATICAS MARCELO SANTALO SORS y PABLO E. SUARDIAZ CALVET DR. J. A. BALDOR TRIGONOMETRIA CON UNA INTROOUCCION A LA GEOMETRIA PLANA YDELESPACIO 4. « En México también se tiene el ciclo
vocacional de dos afios equivalente a una pre- paratoria. El estudio de la Geometria en la enseflanza media es uno de los puntos que mads se ha discutido y se discute en las conferencias nacionales e internacionales, que sobre la ensefianza de la matematica se celebran en todo el mundo. En primer lugar, debemos precisar a qué ciclo damos el nombre
de ensefianza media y para ello lo mejor serd indicar la edad que comprende, y que de una manera general son 108 estudios realizados de los 12 a los 17 6 18 anos, divididos en dos etapas: enseflanza secundaria o prevocacional de los 12 a los 15 anos (tres afios) y ensefianza preparatoria * de los 15 a los 18 (tres anos), En muchos paises los seis afios
forman el bachillerato. En segundo lugar, debemos sefialar lo que entendemos por "maternauca -no- der ,,!,," Y por r-volucién de las matern.iucas t..coiares", Las caracteristicas de la nueva matematica son, dice el Dr, Luis A. Santal6 (Argentina) fU poder di ¢ - H 1', r rda d rlp TIUCI'OS domuuos 1'11 1, '1 rblicablc, consec uencios [f5[' 11 'tI TrI d,./)
dI SI> construccian a~1 mli'1 I . El poder de sintesis permite que too- rias de distinto origen, y desarrolladas independientemente, se vean englobadas como casos particulares de teorias mas amplias. La variedad de nuevos dominios se ha logrado con teorias modernas que, como la teoria de juegos de ] von Neumann, han permitido tratar
matematicamente disciplinas del campo de la economia, la sociologia, la estrategia, etc., que antes se mantenian al margen de las ciencias exac- tas, La biologia también necesita de ramas matematicas como la estadistica. Al hablar de "revolucion de las matematicas escolares" nos referimos, princi- palmente, a la bisqueda de lo que hay que suprimir
de la matematica tradicional para poder dedicar un tiempo a la ensefianza de temas que antafio se reservaban a estudios en un nivel superior. También la revolucién se refiere a la manera de ensefiar los temas tradicionales y los nuevos, sin perder de vista que la mayor parte de lo que se llama "matematicas ...n,'tu . sigue siendo lo mas importante y
debe continuar ensefidandose. Al aplicar estos conceptos a la Geometria, nos encontramos con una situacién bien curiosa: al decir muchos matematicos que la Geometria de Euclides debe des- aparecer, porque no tiene nada que ver con la matematica moderna, que es estéril y que se halla fuera del camino principal de los adelantos matematicos,
pudiendo relegarse a los archivos para Uso de los historiadores del mafiana, criterios , que se resumen en la célebre frase de Dieudonné en el Seminario de Royaumont (Fran- cia) '1 di ajo Euclides, basta de tnanguros. ", han logrado, al ser mal interpretados, que no se ensefie geometria sintética y, en consecuencia, son ya muchos los paises
latinoamericanos en los que, practicamente, el estudiante no conoce esta disciplina, con lo que su formacién matemaética presenta serias deficiencias. Pero son muchos 10Sprofesores de América Latina que opinan como el Prof. Ornar Catunda (Bra- sil) .quien, en la Primera Conferencia ]11 eram rricana sobre Enseiiau ~a di: 1« H - Prélogo 5. tematica
celebrada en Bogota (Colcmbla) en 1961, dijo: en mi pais no debe decirse "ab.ri, F, k:' sino "jal menos Euclid 1" La mala interpretaciéon que ha conducido al estado de cosas que sefialamos procede principalmente de no haber precisado lo que se entiende por enseflanza me- dia. Lo dicho por Dieudonné )' otra, profesores universitarios sobre Euclides,
se refiere a la enseflanza de la Geometrla en el grado superior de la segunda ensefian- za (15 a 18 afnos). Es en este grado donde, después de haber adquirido los conoci- mientos basicos de dlgebra moderna, ha de volverse a la Geometria pero con tra- tamiento analinco y en forma vectorial. Un tratamiento analitico a partir del con- cepto de espacio
vectorial, permitira volver a la axiomatica por el camino algebraico de los espacios vectoriales. Pero en la ensefianla primaria (6 a 12 afios) los alumnos deben adquirir la cantidad de ideas geométricas que sirvan de base para aprender, de los 12 a los 15 afios, la parte de geometria euclidiana necesaria para llegar a los conceptos de punto, figura,
recta, plano y espacio, como construcciones puramente mentales' y generalizar las relaciones entre estos elementos hasta el punto, como dice el Dr. Fehr (EE. UU.), ablecer COTta cadenas deductivas dI teon mas, ¢ algo m-.no qu ,"k I ' axio» , Este criterio viene apovano en el hecho de que si pensamos en todos los alum- nos que cursan la segunda
ensefnanza, no solamente en los futuros matematicos, la geometria euclidiana crea un hébito de raciocinio quo la hace importante para la conformaciéon del individuo organizado, Y no es valida la opinién de algunos pro- fesores de que es mads 1til iniciar a las mentes jovenes en una estructura matematioa axiomatica enseflando las estructuras del
Algebra, porque la introduccion del alge- bra moderna se ha visto que es dificil}' hay que hacerlo en una etapa superior (de 10$ 16 a los 18 afios) y siempre que se haya alcanzado una formacion matematica bastante completa. El texto del Prof. Baldor tiende al concepto actual de la ensefianza de la Geo- metria en el ciclo secundario (12 a 15 afios) No
se trata de ensefiar una Geome- tria euclidiana al estilo clasico sino aprovechar el valor formativo de esta materia en el sentido axiomatico, que constituye la esencia de toda la matematica, estable. ciendo los teoremas como "cortas cadenas. a,,' 1",,1 (1111 1,1 ~ tica" . La obra sefiala un provechoso término medio entre la ensefianza de tipo clasico y
lo que podriamos llamar un enfoque contemporéaneo de la Geometria que debe iniciarse en el grado superior del bachillerato y en la Universidad. Este es el punto de vista que actualmente se estd dando a los textos de Geome- tria euclidiana en la mayoria de los paises. En el Seminario de Aarhus organizado por la Intemational Commission for
Mathematical Instruction (I.C.M.!.) celebra- do del 30 de mayo al 2 de junio de 1960 en Dinamarca y en la reunién celebrada en Bolonia (Italia) del 4 al 7 de octubre de 1961. concentraron principalmente sus trabajos en el estudio de los axiomas que permitan conservar la geometria de Euclides. De los textos tradicionales el autor ha suprimido un gran
nimero de teoremas, lemas, escolios, y corolarios, principalmente en la geometria del espacio. Ha conser- vado el enunciado de muchas propiedades pues el alumno debe aprender lo mél 6. Profesor de la Escuela Nacional Preparatoria de la Universidad Nacional Auténoma de México MARC- e 'NTALO México, julio de 1966. posible. También ha
procurado que el alumno vea en la deduccién matematica un método para comprender cosas no evidentes, soslayando las demostraciones compli- cadas de proposiciones, cuyo enunciado, parezca al alumno de una claridad tal que no sienta la necesidad de una justificacion. El suprimir demostraciones complicadas de propiedades evidentes, hace mas
agradable el estudio de la. matematica y per- mite hacer ver al alumno, con mayor facilidad, los fines que la matematica persigue. Muchas de estas propiedades se pueden aceptar como postulados cuya comprobacion suele ser sencilla. La inclusion de la Trigonometria puede ser debido a la necesidad de ajustarse a la mayoria de los programas
oficiales de la materia. En realidad, la Trigonometria tiende a desaparecer como disciplina independiente y asi debe entenderlo el Prof. Baldor al incluirla como unos capitulos de la Geometria. La importancia de la Tri- gonometria en el siglo pasado, en América, era por la necesidad de su aplicacién en la navegacién, la agrimensura y la astronomia. En
la actualidad, lo mas impor- tante de la Trigonometria es el estudio de las propiedades de las funciones trigono- métricas y por esto su estudio, en nivel superior, ha pasado a formar parte de la Teoria de funciones. La parte elemental que incluye el Prof. Baldor en su texto, es un buen fundamento para los estudios oosteriores. Sobre la didactica del
libro se puede decir que el autor utiliza en esta obra, muy acertadamente, el color, como efica» ayuda para desarrollar el espiritu estético y, en algunos casos, descubrir, de manera éptica, ciertos conceptos y relaciones. Para que el alumno pueda aprovechar el texto a su maximo, necesita de la ayu- da del profesor. Es éste quien tendra que decidir, en
cada caso, lo que debe supri- mirse y lo que debe ampliarse. La experiencia le indicara el valor efectivo de la obra para el fin que le estd senalado: establecer las bases para una mejor compren- sion de los temas de Geometria que le serdn ensefados en el ciclo superior, segin las nueva, normas sefaladas en las distintas reuniones internacionales de
los orga- nismos dedicados al estudio de la ensefianza de la matematica en nuestra época. 7. Pégina] Copitulo 1 Breve resefia histérica 7 1 Generalidades 22 2 Angulos 32 3 Perpendicularidad y paralelismo. Rectas cortadas por una secante. Angulos que se forman 47 4 Angulos con lados paralelos o perpendiculares S4 S Tridngulos y generalidades 64
6 Casos de igualdad de tridngulos 73 7 Poligonos 81 8 Cuadrilateros 89 9 Segmentos proporcionales 104 10 Semejanza de tridngulos 117 11 Relaciones métricas en 10$ tridngulos 128 12 Circunferencia y circulo 149 13 Angulos en la circunfereneia 160 14 Relaciones métricas en la circunferencia 167 15 Relaciones métricas en los poligonos regulares
187 16 Poligonos semejanles. Medida de la ci"unferencia 203 17 Areas 233 18 Rectas y planos 250 19 Prismas y piramides 262 20 Voliumenes de los poliedros 283 21 Cuerpos redondos 302 22 Trigonometria 318 23 Funciones trigonométricas de dngulos complementarios, suplementarios, etc. 327 24 Relaciones entre las funciones trigonométricas,
identidades y ecuaciones trigonomélricas 345 25 Funciones trigonométricas de la suma y de la diferencia de dos dngulos 356 26 Funciones trigonométricas del angulo duplo 366 27 Resolucion de tridngulos 385 28 Logaritmos. Logaritmos de las funciones trigonométricas 405 29 Aplicaciones de los logaritmos T-1 Tablas matematicas R-1 Repaso de
algebra E-l Ejercicios adicionales indice 8. r. ..-re v, En la Mesopotamia, region situada entre el Tigris y el Eufrates, florecié una civilizacion cuya antigiiedad se remonta a 57 siglos aproximadamente. Los primeros conocimientos geomeétricos que tuvo el hombre consistian en un conjunto de reglas practicas. Para qua la Geometria fuera considerada
como ciencia tuvieron que pasar muchos siglos, hasta llegar a los griegos. Es en Grecia donde se ordenan los conocimientos empiricos adquiridos por el hombre a través del tiempo y, al reemplazar In observacion y la ex- periencia por deducciones racionales, se eleva la Geometria al plano riguro- samente cientifico. IHU:,:VI~Rr:SI~tA HISTORICA
Geometria plana 9. 1. Art'11 del tridngulo i~6sr.el(!.s. ~. Ar~a del trapecio isasreles. ~. ArPQdel circulo. Ademads, en los papiros hay un estudio sobre los cuadrados que hace pensar que los egipcios conocian algunos casos particulares de la propiedad del tridngulo rectangulo. que mas tarde inmortalizé a Pitdgoras. Los babilonios fueron, hace cerca
de 6000 afios, los inventores de la rueda. Tal vez de ahi provino su afan por descubrir las propiedades de la circunferencia y ésto los condujo a que la relacion entre la longitud de la circunferencia y su didmetro era igual a 3. Este valor es famoso porque tam- bién se da en el Antiguo Testamento (Primer Libro de los Reyes). Los babilonios lo hallaron
considerando que la longitud de la circunferencia era un valor intermedio entre los perimetros de los cuadrados inscrito y cir- cunscrito a una circunferencia. Cultivaron la Astronomia y conociendo que el afio tiene aproximadamente 360 dias, dividieron la circunferencia en 360 partes iguales obteniendo el grado scxagesimal. También sabian trazar el
hexdgono regular inscrito y conocian una formula para hallar el area del trapecio rectangulo. EGIPTO. La base de la civilizacién egipcia fue la agricultura. La apli- cacién de los conocimientos geométricos a la medida de la tierra fue la causa de que se diera a esta parte de la matematica (‘1 nombre de Geometria que significa medida de la tierra. Los
reyes de Egipto dividieron las tierras en parcelas. Cuando el Nilo en sus crecidas periddicas se llevaba parte de las tierras, los agrimensores tenian que rehacer las divisiones y calcular cuanto debia pagar el duefio de la parcela por concepto de impuesto, ya que éste era proporcional a la superficie cultivada. Pero la necesidad de medir las tierras no
fue el Unico motivo que tuvieron los egipcios para estudiar las matematicas. pues sus sacerdotes cultivaron la Geometria apliciAndola a la construccion. Hace mas de 20 siglos fue construida la "Gran Piramide". Un pueblo que emprendié una obra de tal magnitud poseia, sin lugar a dudas, extensos cono- cimientos de Geometria y de Astronomia ya que
se ha comprobado que. ade- mas de la precision con que estan determinadas sus dimensiones, la Gran Piramide de Egipto esta perfectamente orientada. La matematica egipcia la conocemos principalmente a través dt' los papiros. Entre los problemas geométricos que aparecen resueltos en ellos se encuentran los siguientes: ';F.OMETRIA PLANA'Y
DEI. FSPACIO2 10. EUCUDES. Siglo IV A. C. Escribié una de las obras mas famosas de todos los tiempos: loe; "Elementos". que consta de 13 capitulos llamados "libros". De esta obra se han hecho tantas ediciones, que sélo la aventaja 1A Biblia. PI''ACORASI)~ St.MO"_Siglo VI A C. Se dice que fue discipulo de Tales, pero apartandose de la escuela
jonica, fundo en Cretona, Italia, la escuela pitagérica. Hemos dicho que los egipcios conocieron la propiedad del tridngu- lo rectangulo cuyos lados miden 3, 4 Y 5 unidades, en los que se verifica la relacion 52 = 32 + 4', pero el descubrimiento de la relacion QZ = 1'"+ c2 para cualquier tridngulo rectangulo y su demostracion se deben
indiscutiblemente a Pitagores. Se atribuye también A la escuela pitagérica la demostracién de la pro- piedad de la suma de los dngulos internos de un tridngulo y la construccién geométrica del poligono estrellado de cinco lados. TA ,." 11U .TO. Siglo VII A. C. Representa los comienzos de la Geometria como ciencia racional. Fue uno de los "siete
sabios" y fundador de la escuela jonica a la que pertenecieron Anaximandro, Anaxagoras, etc. En su edad madura, se dedicé al estudio de la Filosofia y de las Ciencias, especialmente la Geometria. Sus estudios 10 condujeron a resolver ciertas cuestiones como la deter- minacion de distancias inaccesibles: la igualdad de los dngulos de la base en el
tridngulo isdsceles; el valor del Angulo inscrito y ]JA demostracién de los conocidos teoremas que llevan su nombre, relativos a la proporcionalidad de segmentos determinados en dos rectas cortadas por un sistema de paralelas. GR~-'-~. La Geometria de los egipcios era eminentemente empmeca, ya que no se basaba en un sistema légico deducido a
partir de axiomas y JIO'1U lados. Los griegos. grandes pensadores, no se contentaron con saber reglas y resolver "problemas particulares"; no se sintieron satisfechos hasta obtener ex- plicaciones racionales de las cuestiones en general y, especialmente, de las geométricas. En Grecia comienza la Geometria como ciencia deductiva. Aunque es
probable que algunos matematicos griegos como Tales, Herodoto. Pitdgoras, etc., fueran a Egipto él iniciarse en los conocimientos geométricos ya existentes en dicho pai s, su gran mérito estd en que es a ellos a quienes se debe la transformacién de la Geometria en ciencia deductiva. 3BREVE RESE~A HISTORICA 11. 1.IUTO. 11. Construccion de los
cinco poliedros regulares. 1M AT6",. Siglo IV A. C. En la primera mitad de este siglo, se IDIC10 en Atenas un movimiento cientifico a través de la Academia de Platon. Para él, la matematica no tiene finalidad practica sino simplemente se cultiva con el tnic-o fin de conocer. Por esta razén, se opuso a las aplicaciones de la Geometria. Dividi6 la
Geometria en elemental y superior. La Geometria e)e- mental comprendia todos los problemas que se podian resolver con regla y compas. La Geometria superior estudiaba los tres problemas mas famosos de la Geometria antigua no resolubles con la regla y el compds: J la CC4W' Se trata, como indica su nombre, de cons- truir utilizando solamente la
regla y el compas el lado de un cuadrado que tenga la misma area que un circulo dado. JbrooXI -. Geometria del espacio y, en particular, relacién entre volimenes de prismas y piramides; cilindro y cono; proporcionalidad del vo- lumen de una esfera al cubo del diametro. 'I[JIO v, Teorema general de la medida de magnitudes bajo forma geométrica,
hasta los nimeros irracionales. LIbro VI. Proporciones. Tridngulos semejantes. "Jr<, 1', .. Aritmética: proporciones, maximo comun di- visor y nimeros primos. J..;,.:>ro . Numeros inconmensurables bajo forma geométrica a partir de los radicales cuadraticos. Euclides construye la Geometria partiendo de definiciones. postulados y axiomas con los
cuales demuestra teoremas que, él su vez, le sirven para de- mostrar otros teoremas. El edificio geométrico construido por Euclides ha sobrevivido hasta el presente. 'bro 1. Relacién de igualdad de tridngulos. Teoremas sobre paralelas. Suma de los angulos de un poligono. Igualdad de las areas de tridngulos o paralelogramos de igual base y altura.
Teorema de Pitdgoras. 1.10fO JI. Conjunto de relaciones de igualdad entre areas de rectangulos que conducen a la resolucién geométrica de lo ecuacién de segundo grado. libro 111. Circunferencia. angulo inscrito. Construcciéon de poligonos regulares inscritos o circunscritos a una circunferencia. + 12. Geomel "Oj nr'. lidianas. Los "Elemc "de
Euclides fueron consi- derados como una obra en la que sigue el método axiomatico, ya que partiendo de proposiciones previamente establecidas: definiciones, axiomas y postulados, se deduce toda la Geometria en una forma légica. Posteriormente se ha visto que tiene varias fallas 16gicas, es decir, no se cumplen en el texto todas las exigencias que
impone la ldgica. Sin embargo, todos los defectos que pueden sefialarse resultan insignificantes comparados con el mérito extraordinario de haber construido una ciencia deductiva a partir de conocimientos empiricos. De los cinco postulados de Euclides, el V es el que, desde un principio, llamo6 mas la atencién: un punt , una red mente u 'ro * Durante
veinte siglos se traté de "demostral ", es BRE E RESEf' A HISTORICA 5 2- La tris. 'c(‘I6n d,' -igulo- El problema de dividir un 4ngulo en tres partes iguales utilizando solamente la regla y el compés no es, mas que en casos particulares, resoluble. 3- La duplicarié« tbc.: Este problema consiste en hallar,mediante una construccién geométrica, en la que
se utilice solamente la regla y el compas, un cubo qUe tenga un volumen ,doble del de un cubo dado. Estos tres problemas se pueden resolver, con la regla y el compas, con toda la aproximacion que se desee. y se resuelven exactamente utilizando curvas especiales. No se trata por consiguiente de problemas que no se hayan resuelto en la practica,
sino de problemas de importancia puramente tedrica. AnQl i-r. E: SmACUSA. 287-212 A. C. Estudié en Alejandria. Se encuentra en él una mentalidad practica, un genio técnico, que lo llevo 8 investigar problemas de orden fisico y resolverlos por métodos nuevos. Por esto, después de grandes disputas con los euclidianos, se retir6 a Siracusa donde
puso sus descubrimientos al servicio de la técnica. Calculé un valor méas aproximado de n, el area de la elipse, el volumen del cono, de la esfera, etc. Estudié la llamada espiral de Arquimedes que sirve para la triseccion del &ngulo. ,tPOI,0!:IJJ JliA 260-200 A. C. Estudi6 ampliamente las sec- ciones cénicas que, dieciocho siglos después, sirvieron a
Kepler en SUS tra- bajos de Astronomia, determinando casi todas sus propiedades. En su obra se encuentran ya, las ideas que condujeron a Descartes a inventar la Geo- metria Analitica, 20 siglos después. I ~,,0N DE AL.E.1~D ". Siglo JI D. C. Demostré la conocida féormu- la que neva su nombre, para hallar el area de un tridngulo en funcién de sus
lados. 13. Con estos nuevos postulados construyeron nuevas geometrias que se llaman (',tdj. 11 a y la Geometria de Lobatchevskylo sustituye por el que dice: 1 or un punto menor a una recta pasan c~vs paralcius 'Iwe separan las inliuita "",~,~p.,,... :>"""ZI1"" d ',~ j-,r.,:In.. rrflllles Po- *. rllle) C:~1ellVI (1 1"ta f'CoCICITIC]!/:{LEF - -EF

AF+FE+ED Simplificando: AB+ Be +CD+ FG+ EH > AJi' +FG -+-- FE+ EH +ED (7). Sustituyendo (5) y (6), en (4), tenemos: Sun18 de segmentos(5) (6) BG+GC=BC CH+HD=CD Pero: 11ln' dos puntos, Postulado de la menor distancia En ABGF: AB +BG >AF +FG (1) En FGCHE: FG+GC+CH >FE+EH (2) En EHD: EH+HD>ED (3) Sumando
ordenadamente (1), (2) Y (3), tenemos: AB+BG+FG+oc+Cll +EH +HD >AF+ FG+FE+-EH +ED (4) Construccion auxiliar- Prolonguemos AF hasta cortar a Be en G y a FE hasta cortar a CD en H. GEOMETRtA PLANA y DEL ESPACIO -18 26. Ejer 9 A E G e EjeT. 8R.: As = 10 cm; Dc=BC- 5 cm- (9) Demostrar que: oe8A (6) Multiplicar el segmento AB =
2 cm, por 3, graficamente. (7) Dividir e] segmento AB = 9 cm en 3 partes iguales, graficamente. (8) Si B es el pun- to medio de AD, C es el punto medio de BD y AD = 20 cm; hallar: AB, BC y CD. y restarlos graficamente. MN = 8 cm PQ=3cm y sumarlos graficamente. (4) Dibujar los segmentos: a) AB = 1.5 cm b) CD = 2 cm e) 1iJ/ = 3 cm (5) Dibujar los
segmentos: R-: (a). (3) Senalar cudl es el teorema: a) Las diagonales de un rectangulo se cortan en su punto medio. 1: 1 Dos cantidades iguales a una tercera, son iguales entre si. e) La parte es menor que el todo. 19GE.': ERALIDIOES 27. Ejcr rs u CE= "HIf; demostrar que: CG>CF>CE: B,F/GI1/11/1//11/1/1//~A (12)SiAV =veyAB = BC,
demostrar que AB > Av. (13) Demostrar que la suma de dos segmentos que se cortan es mayor que la suma de los segmentos que unen sus extremos. ( 14 Demostrar que si desde un punto interior de un tridngulo, se tra- zan segmentos a los vértices, la suma de dichos segmentos es mayor que la semi- swna de los lados. (t 5) Si E es la interseccién de
'‘C1J con ABy CG ="GI5, C'P=11), (JFA el R.: MN= 14cm NP= 15cm PQ= 7 cm QH- 1 ~rm (11) Demostrar: AB + BC + CD + DA > EF +FG + GH + HE. (10 Si: MN=QR=2PQ; NP=MN+1 yMR=50cm; Hallar: MN, NP, "Pi:jy wr: 20 GEOMETRIA PLAi'IJA y DEL ESPACIO 28. 22 26. ANGULO. Angulo es la abertura formada por dos semirrectas con un
mismo origen llamado "v r ce". Las semirrectas se llaman "l le. " El angulo se designa por una letra mayuscula situada en el vértice. A veces se usa una letra griega dentro del angulo. También podemos usar tres letras maytusculas de manera que quede en el medio la letra que esta situada en el vértice del d&ngulo. En la ~1{11ral9 se representan los
adngulos A, (1 y MNP, o PNM. Bisectrir de un angulo es la semirrecta que tiene como origen el vértice y divide al &ngulo en dos dngulos iguales. Angulos 2 '.r.ncia en 6 part.s iguol'l. Probablem.nte élt, fu. e' 'undam*nto del cémputo selCag.simalque usaron. Sirvié para lo construcciéon de 101 ruedas para las carrozas. La ruedo, aplicacién del circulo, es
una cr.ocién suya y doto ya d. casi 6.000afial. LOSCALDEOShacia .1 111mil."io a. d. C. Di.ron una gran importancia al cuadrado y 01 circulo. La divisién d.1 circulo en 360porte* es patrimonio 1U- yo. Tomaron por bos. la divisiéon d.1 afio en 360 dias. Asi les ero facil dividir .1 circulo y lo circun. ~ ...... f1'.5j..../29. *m J. Modernamen- te se considera
también a veces a la circunferencia dividida en 400 partes iguales, llamadas "grados centesimales". Cada grado tiene 100 "minutos centesi- males" y cada minuto tiene 100 "se- gundos centesimales". | Si un dngulo ABe mide 72 grados 50 minutos 18 segundos cen- tesimales se escribe: 726 50'" 18'. ';. 1, 111ft ctrrttlat , En este sistema se usa como
unidad el dngulo llamado Ci,. Ejcm se escribe: .'1. ttFDIDA UF. ANGLLO. Medir un dngulo es compararlo con otro que se toma por unidad. Desde muy antiguo se ha tomado como unidad el grado 'Sin j{ que se obtiene asi: Se considera a la circunferencia dividida en 360 partes iguales y un &ngu- lo de un grado es el que tiene el vértice en el centro y
sus lados pasan por dos divisiones consecutivas. Cada divisién de la circunferencia se llama también grado. Cada grado se considera dividido en 60 partes iguales llamadas minutos y cada minuto en 60 partes iguales llamadas segundos. Los simbolos para estas unidades son: grado ° minuto' .ezurrdo ". Si un dngulo ABC mide 38 grados 15 minutos 12
segundos 38°15'12". Fi .19 p -) Enla I ig, 1Q, la semirrecta NQ es la bisectriz del L N si L MNQ = L QNP. 23-NGULOS 30. Fig. 21 o . Expresar en grados sexagesimales un angulo de 6.28 radianes: SR S 6.28 180 = n; 180 = 3.14; n = 3.14; S 180X 6.28 .- 3.14 ' S-360°. A-~-----'~"" ~-B29. Al.UI), 1 r. Son los que estan formados de manera que un
lado es comun y los otros dos lados perte- necen a la misma recta. S RSimplificando: Ejemplo 1. 1800 =-;-. Expresar en radianes un angulo de 90°: SR 180 =-;;; 90 R 180 =;t; . R90n n .. = ISO =2" y como 1t = 3.14, también podemos escribir: R = 3i4 = 1.57. Un radian es el dngulo cuyos lados comprenden un arco cuya longitud es igual al radio de la
circunferencia. Asi, si la longitud del arco AB (Fig. 20) es igual a r, entonces L AOB = 1 radidn. Como la longitud de una circunferencia es 2n radios, resulta que un angulo de 360° equivale a 2n radianes, es decir: 6.28 radianes, ddndole a 1t el valor de 3.14. Un radidn equivale a 57°18' (se obtiene dividiendo 360° entre 2n). En este libro, si no se
advierte lo contrario, usaremos el sistema sexagesimal. 28. Bf* A ,...ror iTRE GRADO srr'",...,., . Si representamos por S la medida de un dngulo en grados sexagesimales y por R la medida del mismo &ngulo en radianes, podemos establecer la siguiente proporciéon: n = 3.14. S R nrtrj '(PTIl 1t PLLAN' Y DEL ESPACIO2+ 31. o Filo: 24 o Fjg. 23 32.
ANGULOS COMPLEMELF unos. Son dos dngulos que sumados valen un angulo recto, es decir, 90°. Ejemplo. Si (Fi. 0 ): e LAOB= 60° B LBOC =30° Sumando: L. AOB + L BOC = 90° Y los angulos AOB y BOC son com- plementarios. ;:1,;1. C( MI ,~ I'~ TO 1ItT n(,1IL(1. Se llama complemento de un dngulo a lo qUe le falta a éste para A valer un angulo
recto. El complemento del . AOB ( ~"I~ ra 24) es 30° y el complemento del L. BOC es 60°. Fig. 22 o B ,uULO IECT(. Es el que mide 90° (1 "". "2 I+ LAOB = 1 L recto = 90°. . Es aquel (F< Jg. 23 en el cual un lado es la pro- longacién del otro. Mide 1800. L. MON =1 L llano = 180°. -> -> Ejemplo: OA y OB, estan sobre -) -> la misma recta AB Fig. 21);
OC es comun. ... L AOC y L. BOC son angulos adyacentes. ANGULOS 32. Fig 27 por les a una tercera son iguales entre sI i cardctér transltiuo de la igualdad). 37. ANGULOS orus...5TOS POR EL VERTICF. Son dos dngulos tales ). Luego: LAOC + LBOC = 180°. (2) (pO'" 1mtl rlf 1I n~TU], .(-> Por tanto: EF 1I CD. 53. COROLARIO II. 'Si una recta corta
a otra, corta también a las pa- ralclas a ésta". HJra rxsrs: (-)- (-) AB11 CD tIi!'. 39) ABIICD; L4y L6 zsYL5 IHPOTESI!->: 66. TEOREMA 8 "Toda secante forma con dos paralelas dngulos al- ternos internos iguales". (f'81',§<ter tre 1.1)..4'B' coincida con la Tendriamos: L a = f..2, en virtud del postulado. Comparando esta igualdad con la hipétesis,
tenemos: f..a= L 2{ L1 =f..2t.a =L 1 Esta conclusion es absurda a menos que la recta (-) ( -) ( -) recta AB. Luego AB I! CD, como se queria demostrar. HIPOTESIS: L. 1 = L2 (Fig.471. (-) (-> TESIS: AB [[ CD. DEMOSTRACrO"1" por el método de' reduccién al absurdo. Supongamos que (-) (-) AB no es paralela a CD. Entonces podremos trazar (-) (-) A'B'
II CD (postulado de Euclides).Fig. 47 s' cante forma con dos rectos ti,- un plou«, nngul:» correspondientes iguales, dichas rectas son paralelas 41PERPENDICULARIDAD y PARALELISMO 48. Por el axioma queruc;: Un nimero se puede sustituir por otro igual en cualquier operaciéon entre nimeros, Hg. 50 S' 0 8 sSTESIS: L3 + L6= 2R; L4+ ;5 = 2R.
DEMOS'I'RACION: L5+ L6=2R (1) (por adyacentes); ¢5=L3 (2) (por alternos internos). Sustituyendo (2) en ( 1) : L3+ L6=2R. IUPOTESIS: (-) (-) (-) AB 1I co, SS' es una secante (Fig. 50); L 3 y L 6 } conjugados internos ¢4 y L5 Analogamente se demuestra que L 2 = L. 8. 09. RECIPROCO. "Si una secante forma con dos rectas de un plano, &ngulos
alternos externos iguales, dichas rectas son paralelas", 70, TEOREMA 10. "DOs angulO'> conjugados internos, entre paralelas, son suplementarios", DEMOSTRACION: L1=L3 (1) (opuestos por el vértice); L 3 = L 7 (2) (correspondientes) ; Comparando (1) Y (2): LI;= L7 (caracter transitivo). o 8 Fig. 49 S' e (-) (-~ (-) AB 11 co, SS' es una secante (Fig.
49); L1YL7},sul 1L 2 y L 8 an os a ternos externos. S TESIS: L 1= L 7; L2= LS. 42 GEOMETRLA 1'L.6u'A y DEL ESPACIO 68 TEOHEMA 9. "Toda secante Iorma con dos paralelas angulos al- ternos externo!'>iguales". 49. s' Q Ejer. 2 s' EJERCICIOS (1) ¢Tiene la perpendicularidad la propiedad reciproca? ¢Y la pro- piedad idéntica? S S R.: Si; no. 73.
RECIPROCO. "Si una secante forma con dos rectas de un plano angu- 108 conjugados externos suplementarios, dichas rectas son paralelas". Fig. 51 1..2+ 1..7=2R. 0 Bs L7+ [..B=2R (1) (por adyacentes); 1..7 = 1..1 (2) (por alternos externos). Sustituyendo (2) en (1): 1..1 + 1..8=2R. Andlogamente se demuestra que DE..1tOSTBACION: TESIS: 1..1 +
I.B=2R; 1..2+ 1..7=2R. SS' es una secante (Fig. 51); } son 4ngulos conjugados externos. 72. TEOREMA1L "Los 4ngulos conjugados externos, entre paralelas, .son suplementarios". (-> (-> HIPOTESIS: AB 11 CD; L1 y LB 1..2 Y 1..7 PERPENDICULARIDAD Y PARALEL1SMO An&logamente se demuestra que 1..4 + 1..5 = 2R. 71. RECIPROCO. "Si una
secante forma con dos rectas de un plano angulos conjugados internos suplementarios, dichas rectas son paralelas" 50. () c» EC I AB.* Demostrar que: L BCD y LA = iB. (-) (6) La recta CE es bisectriz del (-) (-) (5) Si AB len. demostrarque: L1 +/.2+ L3 =2R. Q/l.:e:I=L:J=L5=-Lo'-vv;L2;:;;I'~=L()=L8=1200° secante LY L 7 = -; hallar
los ~ es una secante y L. 1 = 120°; hallar Jos 11. '::=-~4= 5= ti; L3.=; LS =17 =t ~.o('. Ejer.6 Ejer. 4 5 (-) Si PQ todos los dngulos. otros dngulos. (-) (-) (-) Si MN 11 PQ. SS'T ~ (-) () ft,IN. SS'esuna secantey L1 =5.r, L6 = 13X; hallarHI) =L7=..(1;L2-=L4=L6 =1L 8::-1300° ~ (-) (-) (-) 21 Si AB 1I CD, SS' es una otros angulos. C-
EOMF.TRI< PLANA Y DEL ESPACIO44 51. Ejcr. 10 F E (-) EF es una secante. (-) (-) (10) SiAB 1ICD, (-) (-) LK 1I MJ y L AB] = 109°: hallar: L PGB Y L eFG. R.: LFGB = 80°; LCFG= 100°. (-) (-) (9) SiEH 11 DA; (-) (-) (-) (-) (8) SiAB 11 CD; EF 11 GH y LEMN =60°; Hallar LHPD. R.: LHPD = 120°. J Ejer, 9AM (-) '(-) (7) SiAD 11 BC, (-) (-) CD 11 AB,
LBAD=2x y LABC=6%; hallar: LABC; LBCD; LCDA; LDAB. R.: LABC = LeDA = 135°; LBCD= LDAB=45°. 4S Eju.8 G B e: Ejer. 1 or ~C PERPENDICULARIDAD Y PARALEUSMO 52.y ! CON = 130°; hallar L. ABe. R.: I ABe =50°. (-) (-) (11 Si AB 11 MN (-) GH es bisectriz del LAGI Y LAGH= 30°; hallar L. C/F. R.: f G/F = 120°. Ejer, 11 B----------- ~A N-13C
GEOMETRIA PL.~A y DEI. ESPACIO46 « 53. LABC = LA'B'C'. 47 TESI : L 4BC y L A'B'C' tienen sus lados dirigidos ea el DIISInO sentido. Fig, 52 . -) B' A'; -) B'C", -) BA 11 -) Be 11 HIPOTESII: 74. TEOREI1A 12. "Dos &ngulos que tiento sus lado, respectivamente paralelos y dirigidos en el mi"1110 entido son iguales". Angulos con lados paralelos o
perpendiculares 4 Tierra era esférica, por la obs.rvacién d. los barco. que aparecian en .1 horizonte : m6.1i y vela. en prim.r lugar . Descubri.ron lo Ia polar y obe* rvoron la posicion de los 10M....... proyectadas por un cuerpo iluminado por .1 Sol . 10S FENICIOS.Hacia .1 aio 1.500 a. d. C. lo. f.- nicio. recorrlan el Mediterraneo vendiendo toda da.e de
m.rcancias. la navegacién le. dio valio.a. experiencia. sobre el Cielo y lo Tierra , que nin- gin otro pueblo habia tenido antes. Sabian que la 54. 76. mOREMA 14. "Si dos olllbrulos tienen sus lado respectivamente paralelos, dos de dios dirigidos en el mismo sentido, y los OITOS do; en sentido contrario, dichos dngulos son suplementarios" LABC =
LA'B'C'; Cnrécter transitivo . * OpUPS(OS por el vértice,LA'B'C' = La; Por tener Indos paralelos y dirigidos en el mismo sentido. LABC= La; -> -) Construccian auxiliar: Prolonguemos los lados A' B' YC'B' para formar el La. DEMOSTRACION. Filj;. 53 LABe = LA'B'C'.A LABe y LA'B'C' tie- nen sus lados dirigidos en sentido contrario. -) - ) BA 11 B'A'; ! ig.
53) -) -) Be il B'C'. HIPOTES] -) BC 11 B'C' y en el mismo sentido. 1ITI'OTESIS : ANG"ULOS CON LADOS J'.-R:LELOS O PERPENDICULARES 49 56. LA'B'C' +a. = 180° '1). Sustituyendo (1) en (21 resulta: LA'B'C' + LABe ::-180°; 79. 1]J.:OHI'.:1A ti. "D(." dngulos obtusos que uencn "11' lados (t. pee- tivamente perpendiculares ~un ,'ualo" (fJ"". ¢ 7) (1);
Por tener Indo perpendiculares y ser los dos dngulos dglldo'i. LABC = La. ---- . -----A LABe + LA'B'C' =2R. (0., rt: 1O ... 11", Prolongue- (-) mos A'B' hasta que se forme el c«. A’ (-) (-) B'A' .1 BA; 'ig, 56) (-) (-) B'C' .1 BC; LABC < 1IR; LA'B'C' > 1R. LC"BA" = LA'B'C' (4; Lado 1" ralelos en (>1nusmo sentido. Sustituyendo (d) en (3), tenemos: LA' B'C' = L
ABC. 78. TEOREIilA is. "Oo~ angu- I(~ uno agudo v otro ObLu'>0, Que tienen "OS lados respectivamente perpendiculare- son suplernentariov”, HIPO'n (ahict I tran .itivo. (2) . () (-~ (-) () LABe + L a. = IR, por ser BA .L B'A' ] BA" 11 B'A' es, segun el Art. 54, (-) (-) BA" .1 BA. Trasponiendo. L. ABC = 1R - La. Comparando (1) Y I~): LC"BA" = LABe
Pero: (-) (-) (-) (-) L C"BA" + La. = iR, por ser Be .1 B'C' y Be" " B'C', segun el Art. 54 (-) 1R; LA'B'C' > iR.r]J ¢ )'l e el LABC = LA'B'C'. Construccidn auxiliar. (-) rRACION: LABC+ LCI=2R; Trasponiendo: LABC=2R- LCI También: LA'B'C'=2R- Lel' Pero: L el' = LCI Sustituyendo (3) en (2) : LA'B'C'=2R- LCI (4). Comparando (1) Y (4), tenemos: LABC =
LA'B'C', ANCULOS CON LADOS PARALELOS O PERPENDICULARES !U 58. Ejrr G Ejer, 4 Ejcr. .:i jl.: LHOP _70~; LNOP 110J+ LNOQ- = 70°; LAlOe¢ =t 10°. Hallar: L MOP, eNOP, LNOQ y ¢MOQ. (-) (-) (-) <-) AB 11 PQ: Be 11 MN. LABC = 70°. (5) '-.' (-) (-) (-) (4) TU.1 RQ; UV.IRS; L WUX = 30°. Hallar .!..QRS. R.: .QRS = 30°. EF .1 AB, DE.I BC,
¢DEF = 120°. Hallar ¢ABC. R.: ,,1BC _60°. (3) (-) (-) (-~ (-) PN 11 RS; MN 1I RQ, L. MNP = 60°. Hallar L. QRS. R.: LQhS = 12.0°. (2) R.: ¢ABC =- 60°. (-) (-) (- ) y DEL ESPACIO 79. Fi;:. HU e Fill. 89 e J l'ig-. 88 e SI = LA + LB + ...= 2R(n-2). Coristrucc', rt . Desde un vértice cualquiera, tracemos todas las diagonales que parten de ese vértice. El
poligono quedara descompuesto en n - 2 tridngulos. °HS1: Hrl'OT&SI!i: LA, LB, L e, etc., son los angulos interiores de un poligono convexo de n lados, 1}(j, TEORE.i1A 24. "La suma de lo, 4ngulo, in- teriores (SI) de un poligonu convexo t, igual a tantas veces dos angulos rectos, como lados menos dos licne el poligono". E CIS. DIAGONAL. Se llama

diagonal al segmen- to determinado por dos vértices no consecutivos, En la .~ "los segmentos AC y BD son diagonales. Los poligonos de 13, 14, 16, 17, 18, 19, etc. lados, no tienen nombre especial. OIICf! ......... ".oe*docl, ..... ... qUlnce . 0 ***, rncauono ticj,(jgono « ndccagono dodecagono pentedecaeor« nuetJt''...e.., ».., diez...tres.... . ...
...... triangulo cuatroo o, ® ¢, ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ cuadrildtero C/TICO 0.0 **** 0 *, 0 ., pentdgono seis 0 **¢ '.' ¢ » ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢o hexdgono :l/efe «..........s.. eptagono echo .. 0 ¢*seee , ¢ 0 ¢ (Ir/llgono NombreNf de lados POL1GO!'OS 80. S.=4R. de donde S~= 2R'n-Sj. 1 J pero: S.= 2R(n-2). Sustituyendo (2) en (1), tenemos: Se= 2Rn-2R(n-2); S.=2Rn- 2Rn
+4R;I......11..98. TI?OREMA 25. "La suma de los dngulos exteriores (S..) de todo poligono convexo es igual a cuatro angulO:'>rectos" (1'11 T h: L 1, L 2, etc.... son los dngulos exteriores de un poligono convexo de n lados. TES1S: St=L 1+L 2+ ... =4R. JI' 0o TR ( IO:": El angulo exte- rior y el angulo interior en cada vér- tice, suman dos rectos por ser

adyacen- tes. Multiplicando este valor por el namero de vértices "n", tendremos la suma de todos los angulos interiores, mas la suma de todos los angulos ex- teriores, P,S decir: S. +Se = 2R'n; y como SI =2R(n- 2), resulta: . 2R(n-2) 1 = .n. Sj1=-.n 1 A.H. Como el poligono regular tiene todos sus angulos interiores iguales, el valor "i" de uno de ellos lo
hallaremos dividiendo la suma entre el nime- ro Un" de &ngulos. t" 10S~~ACIO~: La suma de los dngulos interiores de los n - 2 tridngu- los es igual a la suma de los dngulos interiores del poligono. La suma de los dngulos interiores de cada tridngulo vale dos rectos, es decir 2R. Como el nimero de tridngulos en que se ha descompuesto el poligono de
n lados es n-2, resulta: S. = Suma de los dngulos interiores del poligono = 2R (n - 2) . Aplicando la férmula al poligono de la :un; '
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